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ERWAN BRUGALLÉ
À Seal
Résumé. Ce texte est une introdution à la géométrie algébrique énumérative et aux appliations
de la géométrie tropiale en géométrie lassique, basée sur un ours dispensé pendant les Journées
Mathématiques X-UPS des 14 et 15 mai 2008 à l'Éole Polytehnique. Le publi de es journées
est omposé de professeurs de mathématiques en lasses préparatoires, et ette introdution se veut
aessible à un étudiant en première année de master de mathématiques.
Ce texte est extrait du livre [BPS08℄ regroupant les 3 ours donnés lors de es journées. J'y
ai simplement ajouté quelques modiations mineures an de le rendre indépendant des autres
hapitres.
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1. Introdution
Notre objetif ii est d'expliquer omment résoudre simplement, par des méthodes ombinatoires,
un grand nombre de problèmes énumératifs grâe à la géométrie tropiale.
La géométrie énumérative est la branhe des mathématiques qui tente de répondre à des questions
du style
"Combien de droites passent par 2 points dans le plan ?" (faile),
"Combien de oniques passent par 5 points dans le plan ?" (faile),
"Combien de ubiques (i.e. ourbes dénies par un polynme de degré 3) passent par 9 points
dans le plan ?" (faile),
"Combien de ubiques se reoupant une fois passent par 8 points dans le plan ?" (moins faile),
...
Les problèmes énumératifs que nous onsidérons dans e texte ont été posés en toute généralité
au XIXème sièle.
Si nous omptons les ourbes dénies par des polynmes à oeients omplexes, alors le nombre
de ourbes ne dépend pas de la onguration de points hoisie, tout omme le nombre de raines
omplexes d'un polynme en une variable à oeients omplexes est toujours égal à son degré. Cela
failite quelque peu l'énumération des ourbes omplexes, mais il aura tout de même fallu attendre
les années 1990 et les travaux de Kontsevih puis de Caporaso et Harris pour obtenir une réponse
omplète.
En revanhe, si l'on ompte les ourbes dénies par des polynmes à oeients réels, e nombre
dépend fortement des points hoisis, e qui omplique singulièrement le problème... Nous pouvons
toujours armer que le nombre de ourbes réelles est plus petit que le nombre de ourbes omplexes,
tout omme le nombre de raines réelles d'un polynme réel en une variable est plus petit que le
nombre de ses raines omplexes, ela ne nous avane nalement pas beauoup. Au début des années
2000, Welshinger a montré qu'en omptant ave un signe +1 ou −1 les ourbes réelles se reoupant
un nombre maximum de fois, nous obtenons un nombre indépendant de la onguration de points
hoisie. De plus, e nombre, appelé invariant de Welshinger, nous donne une borne inférieure sur
le nombre de ourbes réelles quelle que soit la onguration de points ! Ainsi, grâe à es invariants,
Itenberg, Kharlamov et Shustin ont pu démontrer que par 3d − 1 points du plan, passait toujours
une ourbe algébrique réelle de degré d (i.e. dénie par un polynme en deux variables de degré d à
oeients réels) se reoupant un nombre maximum de fois.
La géométrie énumérative est un très joli domaine des mathématiques où de nombreux problèmes
de base peuvent être résolus à l'aide de quelques idées astuieuses. Cependant, les tehniques re-
quises pour traiter un problème énumératif omplexe ou réel plus général deviennent rapidement
sophistiquées, et leur maîtrise demande beauoup de temps et d'investissement.
Parallèlement, une nouvelle géométrie a émergée au début de e troisième millénaire, la géométrie
tropiale. Les objets de ette géométrie sont linéaires par moreaux e qui simplie onsidérablement
leur étude ! En partiulier, la géométrie énumérative tropiale est beauoup plus simple que les
géométries énumératives omplexe ou réelle. De plus, un théorème très profond de Mikhalkin nous
dit que l'on peut ompter des ourbes omplexes ou réelles simplement en omptant des ourbes
tropiales. Ainsi, grâe à la géométrie tropiale et à un algorithme astuieux, Mikhalkin a pu aluler
pour la première fois les invariants de Welshinger.
Ce texte est une introdution à la géométrie énumérative que j'espère ompréhensible au niveau
de première année de Master. Quelques notes de bas de page donnent des préisions sur ertains
termes employés, mais leur ompréhension n'est absolument pas néessaire à la ompréhension du
texte.
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La setion 2 est onsarée à l'initiation à la géométrie énumérative omplexe et à la généralisation
de la question Combien de droites passent par 2 points du plan ?. Dans la setion 3, nous verrons
que les hoses se ompliquent lorsque nous nous intéressons aux ourbes réelles, et nous dénirons
les invariants de Welshinger. Les ourbes tropiales et leur géométrie énumérative seront traitées à
la setion 4, puis nous expliquerons à la setion 5 omment passer des ourbes tropiales à des objets
enore plus simples, les diagrammes en étages. Nous utiliserons es diagrammes à la setion 6 pour
résoudre quelques problèmes énumératifs omplexes et réels.
Remeriements : Je tiens à remerier haleureusement Luia Lopez de Medrano, Assia Mah-
boubi, Niolas Puignau, Emmanuel Rey et Jean Jaques Risler pour leur releture attentive et leurs
ritiques onstrutives. Je remerie aussi le publi des Journées Mathématiques X-UPS dont les
ommentaires ont ontribué à améliorer le texte initial.
2. Géométrie énumérative omplexe
2.1. Éhauement. C'est un fait admis de tout le monde, par 2 points distints du plan passe une
unique droite. Attardons nous un instant sur la démonstration de ette proposition évidente.
Une droite du plan est donnée par un équation de la forme aX + bY + c = 0 où a, b et c sont
3 nombres (réels ou omplexes, peu importe ii). Un point p du plan est donné par 2 oordonnées
(xp, yp), et e point est sur la droite d'équation aX + bY + c = 0 si et seulement si ses oordonnées
satisfont son équation, 'est-à-dire si et seulement si axp + byp + c = 0. Si q est un deuxième point
du plan, alors la droite d'équation aX + bY + c = 0 passe par p et q si et seulement si les 3 nombres
a, b et c sont solutions du système d'équation
(1)
{
axp + byp + c = 0
axq + byq + c = 0
Les points p et q étant donnés, nous avons don un système linéaire de 2 équations en les variables
a, b et c. De plus, si les points p et q sont distints, alors e système est de rang 2. L'ensemble des
triplets (a, b, c) solutions est don inni, et l'ensemble des droites passant par p et q à l'air inni... En
fait, es solutions forment une droite vetorielle (2 équations et 3 inonnues), 'est-à-dire que tous les
triplets solutions sont olinéaires. Or, si (a, b, c) = λ(a′, b′, c′) et si (a, b, c) 6= (0, 0, 0), alors les deux
équations aX + bY + c = 0 et a′X + b′Y + c′ = 0 dénissent la même droite. En d'autres termes,
tous les triplets solutions du système (1) dénissent la même droite ! Et par deux points distints du
plan passe don une unique droite.
Qu'avons nous utilisé dans notre preuve ? En passant de la droite à son équation, nous avons
tout d'abord traduit un problème géométrique en un problème algébrique. Puis, pour montrer que
2 points sont néessaires et susants pour déterminer une droite, nous avons simplement alulé la
dimension de l'espae des droites du plan, et nous avons trouvé 2. En eet, une droite est déterminée
par les 3 oeients de son équation, mais 3 oeients olinéaires dénissent la même droite. La
dimension de l'espae des droites est don 3− 1 = 2.
Nous venons de résoudre un problème de géométrie énumérative à propos de polynmes en deux
variables de degré 1. Mais en y rééhissant bien, où avons nous utilisé que nos polynmes étaient
de degré 1 ? Cette hypothèse ne nous a nalement servi que pour identier lairement l'espae dans
lequel nous avons travaillé, an de pouvoir aluler sa dimension. Ainsi, modulo quelques dénitions,
la même méthode doit marher pour des polynmes en deux variables de n'importe quel degré.
2.2. Un problème simple de géométrie énumérative. Rappelons tout d'abord la dénition du
degré d'un polynme en deux variables.
Dénition 2.1. Soit P (X,Y ) =
∑
ai,jX
iY j un polynme dans C[X,Y ]. Le degré de P (X,Y ) est
le maximum de la somme i+ j lorsque ai,j est non nul.
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Remarque 2.2. Bien sûr, le orps de base ne joue auun rle dans ette dénition qui est la même
pour un polynme dans K[X,Y ], quel que soit le orps K.
Comme d'habitude, nous noterons Cd[X,Y ] l'espae vetoriel des polynmes de degré au plus d.
Une droite du plan est donnée par une équation de la forme aX + bY + c = 0, 'est don l'ensemble
solution d'un polynme de degré 1. Plus généralement, un sous ensemble de C
2
dénit par une
équation polynomiale en deux variables est appelé une ourbe algébrique.
Dénition 2.3. Soit P (X,Y ) un polynme dans C[X,Y ] de degré au moins 1. Alors l'ensemble C
des solutions de l'équation P (X,Y ) = 0 dans C2 est appelé une ourbe algébrique omplexe.
On dit que la ourbe C est irrédutible si le polynme P est irrédutible. Le degré de C est le degré
de P (X,Y ).
An d'alléger un peu le texte, nous utiliserons dans la suite l'expression ourbe algébrique plutt
que ourbe algébrique omplexe lorsque ela ne prêtera pas à onfusion.
Une ourbe algébrique irrédutible est une ourbe minimale, en e sens qu'elle n'est pas l'union
de deux ourbes algébriques. En eet, si P (X,Y ) = P1(X,Y )P2(X,Y ), alors la ourbe dénie par
P (X,Y ) est l'union des ourbes dénies par P1(X,Y ) et P2(X,Y )
1
. Nous avons déjà étudié le as
des ourbes algébriques de degré 1, regardons les ourbes algébriques de degré 2 et 3.
Exemple 2.4. Les ourbes algébriques de degré 2 sont appelées oniques, et à hangement de o-
ordonnées ane près de C
2
, il n'existe que 5 oniques dont les équations sont X2 + Y 2 − 1 = 0,
X2 − Y = 0, X2 − Y 2 = 0, Y 2 − 1 = 0 et Y 2 = 0. Les deux premières oniques sont irrédutibles,
mais pas les trois dernières. Ces inq oniques sont représentées sur la Figure 1.
a) X2 + Y 2 − 1 = 0 b) X2 − Y = 0 ) X2 − Y 2 = 0 d) Y 2 − 1 = 0 e) Y 2 = 0
Fig. 1. Classiation des oniques dans C
2
Évidemment, nous trihons un peu lorsque nous dessinons des ourbes dans C
2
, puisque nous ne
dessinons en fait que e qui se passe dans R
2
...
Exemple 2.5. Les ourbes algébriques de degré 3 sont appelées ubiques. La ubique d'équation
Y 2 −X(X2 + 1) = 0 est représentée sur la Figure 2. Une grande majorité des ubiques possède une
propriété assez extraordinaire : elles peuvent être munies d'une loi de groupe abélien ! Cela fait des
ubiques des objets très appréiés des géomètres algébristes et des ryptographes.
Nous pouvons déjà faire deux remarques intéressantes. Tout d'abord, omme C est algébriquement
los, une ourbe algébrique C n'est jamais vide : pour tout nombre omplexe x0, le polynme P (x0, Y )
est maintenant un polynme en une variable à oeients omplexes et don admet au moins une
raine dans C. Il existe don un point de C de la forme (x0, y0) pour tout x0 dans C. Ensuite, omme
dans le as des droites, deux polynmes non nuls multiples l'un de l'autre dénissent la même ourbe
algébrique
2
.
Combien est-il néessaire de xer de points pour aratériser une ourbe algébrique de degré d ?
La réponse est enore une fois donnée par un alul de dimension. Nous voyons apparaître dans
1
On pourrait avoir P1(X,Y ) = P2(X,Y ), on aurait dans e as là une ourbe multiple.
2
On peut don voir l'espae des ourbes algébriques omme le projetivisé de l'espae des polynmes.
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Fig. 2. La ubique dans C
2
d'équation Y 2 −X(X2 + 1) = 0
la proposition suivante le mot générique. Ce mot reviendra onstamment dans la suite de e texte,
sans être pourtant jamais vraiment déni. En eet, dénir rigoureusement le mot générique nous
demanderait un travail long et tehnique nous éloignant du sujet traité ii
3
. Heureusement, le sens
intuitif du mot générique devrait parfaitement sure à la ompréhension de e texte.
Proposition 2.6. Par
d(d+3)
2 points génériques de C
2
passe une unique ourbe algébrique de degré
d.
Démonstration. Calulons la dimension de l'espae Cd[X,Y ]. Un élément de et espae s'érit∑
i+j≤d
ai,jX
iY j
la dimension de Cd[X,Y ] est don le nombre de ouples (i, j) dans N
2
vériant i+ j ≤ d. En faisant
varier i de 0 à d et en omptant le nombre de j possibles nous obtenons
dim(Cd[X,Y ]) = (d+ 1) + d+ . . .+ 2 + 1 =
(d+ 2)(d + 1)
2
Cherher les polynmes P (X,Y ) qui s'annulent en un point (xp, yp) donné revient à résoudre l'équa-
tion P (xp, yp) = 0 qui est linéaire en les oeients ai,j de P (X,Y ). Ainsi, si nous herhons les
polynmes P (X,Y ) qui s'annulent en d(d+3)2 points xés, nous nous ramenons à résoudre un sys-
tème de
d(d+3)
2 équations linéaires à
(d+2)(d+1)
2 inonnues. Si les points sont en position générique
dans le plan, alors e système est de rang maximal et l'ensemble solution est don un sous espae
vetoriel de Cd[X,Y ] de dimension
(d+2)(d+1)
2 −
d(d+3)
2 = 1. Or deux polynmes multiples l'un de
l'autre dénissent la même ourbe, la ourbe algébrique de degré d passant par nos points est don
unique. 
Exemple 2.7. D'après la Proposition 2.6, il existe une unique onique passant par 5 points en position
générique dans le plan. Par exemple, la onique représentée sur la Figure 3b est l'unique onique
passant par les 5 points représentés sur la Figure 3a.
En regardant de près la démonstration du fait que par deux points passe une unique droite,
nous avons ompris que nous pouvions généraliser sans trop d'eorts le problème et sa solution aux
ourbes algébriques de n'importe quel degré. Maintenant que nous avons résolu e problème plus
général, observons de plus près enore nos ourbes algébriques. Puisque nous avons hoisi des points
génériques, les ourbes solutions vont aussi être génériques : elles ne se reoupent jamais. Or, il
existe des ourbes que se reoupent, mais es ourbes ne seront jamais solution... La raison à ela est
que l'espae des ourbes qui se reoupent est beauoup plus petit que l'espae de toutes les ourbes
3
De manière générale, générique signie en dehors d'une sous variété algébrique d'une ertaine variété algébrique.
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a) b)
Fig. 3. Une unique onique par 5 points
de degré d. Plus préisément, il a une dimension de moins. Mais alors, si nous xons un point de
moins, pouvons nous faire passer une ourbe par les points restant et qui se reouperait ?
Comme on peut s'en douter à la leture du paragraphe préédent, nous devons préalablement aller
un peu plus loin dans l'étude des ourbes algébriques avant de pouvoir poser rigoureusement notre
nouveau problème.
2.3. Un problème énumératif plus général... et plus ompliqué. Une ourbe algébrique C est
dénie par une équation polynomiale P (X,Y ) = 0. Comme toute ourbe dénie par une équation
impliite, les points de C sont naturellement séparés en deux ensembles. Ceux pour lesquels la
diérentielle de P (X,Y ) ne s'annule pas, et les autres.
2.3.1. Courbes algébriques nodales. Les points p de C pour lesquels la diérentielle de P (X,Y ) est
non nulle en p sont dits non singuliers. Ce sont les points de C les plus simples possible. D'après
le théorème des fontions impliites, la ourbe C ressemble à un graphe de fontion dans des o-
ordonnées adéquates au voisinage d'un tel point. Les points p de C pour lesquels la diérentielle
de P (X,Y ) est nulle en p sont appelés les points singuliers de C. Au voisinage d'un tel point, la
ourbe C peut prendre des formes variées et être extrêmement ompliquée ! Le plus simple des points
singuliers est le point double.
Dénition 2.8. Un point p d'une ourbe algébrique C d'équation P (X,Y ) = 0 est appelé point
double de C si la diérentielle de P (X,Y ) en p est nulle et si la diérentielle seonde de P (X,Y )
en p est une forme quadratique non dégénérée.
Remarque 2.9. La diérentielle et la diérentielle seonde d'un polynme en (0, 0) se alulent
très failement : si P (X,Y ) = P0(X,Y ) + P1(X,Y ) + . . . + Pd(X,Y ) où Pi(X,Y ) est un polynme
dont tous les monmes sont exatement de degré i, alors la diérentielle de P (X,Y ) en l'origine
est le polynme P1(X,Y ) et sa diérentielle seonde est le polynme P2(X,Y ). Pour aluler les
diérentielles d'un polynme en un point p quelonque du plan, il sut de faire un hangement de
variables ane pour ramener p à l'origine et appliquer la reette préédente.
Exemple 2.10. La onique d'équation X2 + Y 2 − 1 = 0 (voir Figure 1a) n'a que des points non
singuliers. Par ontre, la onique d'équation X2 − Y 2 = 0 (voir Figure 1) a un point double à
l'origine.
D'après le Lemme de Morse, au voisinage d'un point double, une ourbe algébrique ressemble à
la ourbe dénie par une forme quadratique non dégénérée. Le orps C étant algébriquement los,
toutes les formes quadratiques non dégénérées sur C
2
sont équivalentes à X2 − Y 2. En partiulier,
il existe un unique modèle loal pour un point double d'une ourbe algébrique omplexe : la ourbe
ressemble à l'union des droites d'équation X−Y = 0 et X+Y = 0. Ainsi, p est un point d'intersetion
de deux branhes non singulières de C à tangentes distintes. Au voisinage d'un point double, une
ourbe algébrique ressemble don à la Figure 1.
Dénition 2.11. Une ourbe algébrique dont tous les points sont non singuliers est appelée ourbe
non singulière.
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Une ourbe algébrique dont les seuls points singuliers sont des points doubles est appelée une ourbe
nodale.
La majorité des ourbes sont non singulières. Plus préisément, une ourbe C générique est non
singulière. Le mot générique veut dire ii en dehors d'un fermé d'intérieur vide et de mesure nulle
4
. Si
l'on onsidère maintenant l'espae des ourbes nodales, alors une ourbe nodale générique n'a qu'un
seul point double. Plus généralement, une ourbe générique dans l'espae des ourbes algébriques
ave au moins n points doubles a exatement n points doubles.
Puisque les ourbes génériques sont non singulières, lorsque nous herhions à la setion 2.2 les
ourbes algébriques de degré d passant par
d(d+3)
2 points en position générique, nous trouvions
toujours une ourbe non singulière. Fixons maintenant 1 point de moins, 'est-à-dire prenons
d(d+3)
2 −
1 points en position générique. Par le même raisonnement qu'à la setion 2.2, il existe un espae de
dimension 1
5
de ourbes algébriques de degré d passant par es points. Génériquement, es ourbes
sont non singulières, mais nous pouvons raisonnablement nous attendre à e que ertaines d'entre
elles soient nodales. De plus, par génériité, es ourbes nodales auront exatement un point double.
Si nous xons maintenant
d(d+3)
2 − 2 points en position générique, alors nous obtenons un espae
de dimension 1 de ourbes nodales passant par es points, et es ourbes auront génériquement
exatement 1 point double. Enore une fois, nous pouvons nous attendre à e que quelques unes
de es ourbes aient au moins 2 points doubles, et par génériité, es ourbes auront exatement 2
points doubles.
En ontinuant ainsi, nous voyons que moins nous xons de points dans C
2
, plus nous pouvons
imposer de points doubles sur les ourbes passant par es points. De plus, une fois xés un ertain
nombre de points, on voit que le nombre maximum de points doubles est aussi xé. Nous pouvons
même espérer trouver un nombre ni de ourbes ayant e nombre maximum de points doubles et
passant par les points xés. Demandons nous Combien ?, et voilà notre problème énumératif posé.
Mais avant d'aller plus loin, nous devons savoir ombien de points doubles une ourbe algébrique
peut avoir. Ce nombre est toujours ni, et la proposition suivante nous donne le nombre maximum.
Proposition 2.12. Une ourbe algébrique omplexe nodale C de degré d a au plus
d(d−1)
2 points
doubles. De plus, si C est irrédutible, alors elle ne peut avoir plus de
(d−1)(d−2)
2 points doubles.
Exemple 2.13. Une droite est toujours non singulière, don n'a jamais de point double.
Exemple 2.14. Prouvons la Proposition 2.12 dans le as du degré 2. Nous devons montrer qu'une
onique a au maximum un unique point double et que toute onique nodale est rédutible.
Soit C une onique nodale. Alors d'après la Remarque 2.9, quitte à faire un hangement de
oordonnées ane, nous pouvons supposer qu'un point double de C est le point (0, 0), et que C est
dénie par l'équation X2 − Y 2 = 0. La onique C est don rédutible, plus préisément est l'union
des deux droites d'équation X − Y = 0 et X + Y = 0(voir Figure 1). Comme une droite est non
singulière, la onique C ne peut pas avoir d'autre point double.
Exemple 2.15. L'union de 3 droites non onourantes et non parallèles est une ubique ave 3 points
doubles. L'union d'une onique et d'une droite est une ubique ave deux points doubles. Une ubique
ave un point double est donnée par l'équation Y 2−X2(X+1) = 0, et une ubique sans point double
est donnée par l'équation Y 2 −X(X2 + 1) = 0. Toutes es ubiques sont représentées à la Figure 4.
4
Plus préisément, il faut prendre C en dehors d'une hypersurfae algébrique dans l'espae des ourbes, appelée
hypersurfae disriminante.
5
C'est en fait une droite dans l'espae de ourbes.
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a) Union de 3 droites b) Union d'une droite ) Y 2 −X2(X + 1) = 0 d) Y 2 −X(X2 + 1) = 0
et d'une onique
Fig. 4. Cubiques ave 3, 2, 1 et 0 points doubles
Exemple 2.16. Plus généralement, il est faile de voir qu'il existe eetivement une ourbe algébrique
nodale rédutible de degré d ave
d(d−1)
2 points doubles : il sut de prendre l'union de d droites dont
3 ne sont jamais onourantes. En perturbant un peu l'équation de es ourbes, on peut onstruire
des ourbes algébriques nodales irrédutibles de degré d ave
(d−1)(d−2)
2 points doubles. Un exemple
en degré 4 est représenté sur les Figures 5a et b
6
.
a) Union de 4 droites b) Une ourbe de degré 4 ) Un usp
ave 3 points doubles
Fig. 5. D'autres exemples de ourbes algébriques dans C
2
Préisons qu'il existe des ourbes algébriques qui ne sont pas nodales, 'est-à-dire possédant des
points singuliers qui ne sont pas des points doubles. Par exemple, la ourbe d'équation Y 2−X3 = 0
possède un point singulier en (0, 0) qui n'est pas un point double, mais un usp (voir Figure 5).
Pour des raisons qu'il est diile d'expliquer dans e texte, les géomètres préfèrent parler du
nombre de points doubles qu'une ourbe algébrique n'a pas, plutt que du nombre de points doubles
qu'elle a. Ce nombre est appelé genre de la ourbe.
6
Voii une expliation ave les mains du fait que la ourbe de la Figure 5b est irrédutible. On part de l'union
des 4 droites de la Figure 5a, puis on perturbe un point double. On obtient ainsi l'union d'une ourbe irrédutible de
degré 2 et de deux droites. Puis, en perturbant un point d'intersetion de la onique et d'une des deux droites, on
obtient l'union d'une ourbe irrédutible de degré 3 et d'une droite. Pour nir, on perturbe un point d'intersetion de
la ubique et de la droite restante, et on obtient une ourbe de degré 4 irrédutible ave 6−3 = 3 points doubles. Pour
pouvoir perturber n'importe quel point double d'une ourbe algébrique tout en préservant d'autres points doubles
éventuels, nous avons utilisé le Théorème de Brusotti qui arme que les strates du disriminant orrespondant aux
ourbes nodales s'intersetent transversalement.
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Dénition 2.17. Soit C une ourbe algébrique nodale irrédutible de degré d ave r points doubles.
On dénit le genre
7
de C, noté g(C), par
g(C) =
(d− 1)(d − 2)
2
− r
Le genre d'une ourbe nodale irrédutible de degré d est don toujours un nombre ompris entre 0
et
(d−1)(d−2)
2 . Les ourbes non singulières orrespondent exatement aux ourbes de genre
(d−1)(d−2)
2 .
À l'opposé, nous verrons à la setion 2.3.3 que les ourbes de genre 0 sont aussi très partiulières.
Nous avons déjà vu à la setion 2.2 que pour pouvoir poser un problème énumératif, nous devons
préalablement savoir la dimension de l'espae des ourbes qui nous intéressent. Nous onnaissons
déjà la dimension de l'espae des ourbes non singulières de degré d qui est
(d+1)(d+2)
2 . D'après la
disussion qui suit la Dénition 2.11, il semble qu'imposer un point double fasse baisser la dimension
de 1. Cela est eetivement vrai, et en remplaçant le nombre de points doubles par le genre, nous
obtenons la proposition qui suit
8
.
Proposition 2.18. L'espae
9
des ourbes algébriques nodales irrédutibles de degré d et de genre g
est de dimension 3d− 1 + g.
2.3.2. Et bien, omptez maintenant ! Nous voii enn prêt à poser notre problème énumératif dans
toute sa généralité. Fixons nous un degré d ≥ 1, un genre g ≥ 0, et ω = {p1, . . . , p3d−1+g} une
onguration de 3d − 1 + g points dans C2. Considérons alors l'ensemble C(d, g, ω) de toutes les
ourbes algébriques irrédutibles nodales de degré d, de genre g, passant par tous les points de ω.
Proposition 2.19. Pour une onguration ω générique, le ardinal de C(d, g, ω) est ni et ne dépend
pas de ω.
Essayons d'expliquer grossièrement pourquoi e ardinal est indépendant de ω. En mettant e
problème géométrique sous une forme algébrique, on s'aperçoit que les ourbes de C(d, g, ω) orres-
pondent aux raines d'un ertain polynme dans C[X]. De plus, le degré de e polynme est le même
pour toute onguration générique ω. Comme C est algébriquement los, le nombre de solutions est
égal à e degré, 'est-à-dire que le nombre de ourbes dans C(d, g, ω) est onstant.
On pose alors
N(d, g) = Card (C(d, g, ω)) .
Le nombre N(d, g) est don le nombre de ourbes algébriques irrédutibles nodales10 de degré d,
de genre g, passant par une onguration générique de 3d− 1 + g points.
Exemple 2.20. Si g = (d−1)(d−2)2 , alors nous alulons le nombre de ourbes non singulières (ave 0
points doubles) passant par
d(d+3)
2 points du plan. Nous retombons don sur le problème traité à la
setion 2.2 :
Proposition 2.21. Pour tout d ≥ 1 on a N(d, (d−1)(d−2)2 ) = 1.
Cependant, aluler les nombres N(d, g) en toute généralité s'avère être un problème beauoup plus
diile que le as g = (d−1)(d−2)2 )... Nous savons, d'après la démonstration de la Proposition 2.19,
7
Des points doubles peuvent se trouver à l'inni, et en toute rigueur il faudrait en tenir ompte dans notre
dénition du genre. Cependant, pour les problèmes énumératifs disutés dans e texte, toutes les ourbes solutions
seront lisses à l'inni.
8
C'est une onséquene du Théorème de Brusotti, voir note de bas de page 6.
9
C'est une sous variété algébrique irrédutible de l'espae des ourbes algébriques de degré d.
10
Il existe une notion de genre pour n'importe quelle ourbe algébrique, non néessairement nodale, et on peut
montrer que toutes les ourbes algébriques irrédutibles de degré d, de genre g et passant par 3d−1+g point génériques
donnés sont toutes des ourbes nodales. Ainsi, on peut oublier de préiser nodale dans l'énoné du problème.
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que le nombre N(d, g) peut s'interpréter omme le degré d'un ertain polynme. Mais 'est seulement
en théorie que nous onnaissons l'existene de e polynme ! En partiulier, nous ne onnaissons pas
a priori son degré. En fait, savoir que e polynme existe ne nous aide pas beauoup à déterminer
son degré, et il faudra trouver d'autres moyens pour aluler les nombres N(d, g).
Problème 1. Comment aluler les nombres N(d, g) ?
Sans auun doute, les origines de la géométrie énumérative remontent à fort loin. Par exemple,
les gres savaient ertainement déjà que par 5 points passe une unique onique. Cependant, à ma
onnaissane le Problème 1 n'est posé en toute généralité que depuis le XIXème sièle
11
alors que
la géométrie énumérative onnaît un véritable essor grâe notamment aux travaux de Chasles, De
Jonquieres, Shubert, Zeuthen ... En 1900, Hilbert propose dans son 15ème problème (voir [Hil01℄)
de travailler à des bases rigoureuses du alul énumératif de Shubert. Malgré les progrès de la
géométrie énumérative au XIXème sièle, peu des nombres N(d, g) étaient nalement onnus en 1900.
Le tableau 1 résume à peu près e que l'on savait à ette époque du Problème 1. Pour information,
le nombre N(4, 0) = 620 a été alulé pour la première fois par Zeuthen (voir [Zeu73℄).
d \ g 0 1 2 3
1 1 0 0 0
2 1 0 0 0
3 12 1 0 0
4 620 225 27 1
Tab. 1. Premiers nombres N(d, g)
En plus, de es valeurs partiulières de N(d, g), la réponse au Problème 1 pour les ourbes ave
un unique point double était onnue depuis longtemps. Nous donnerons une preuve tropiale de la
formule suivante à la setion 6.1.
Proposition 2.22. Pour tout d ≥ 3 on a
N(d,
(d− 1)(d − 2)
2
− 1) = 3(d− 1)2
A partir de années 70, les progrès de la géométrie algébrique ontribuèrent à réveiller l'intérêt
pour les questions énumératives, et de nouveaux nombres N(d, g) furent alulés. Par exemple, la
géométrie énumérative des ourbes ave 2 points doubles était omprise. Une démonstration possible
de la Proposition 2.23 est proposée à la setion 7.
Proposition 2.23 (Kleiman). Pour tout d ≥ 4 on a
N(d,
(d− 1)(d − 2)
2
− 2) =
3
2
(d− 1)(d − 2)(3d2 − 3d− 11)
Le Leteur intéressé pourra trouver d'autres formules du même tonneau dans [DFI95℄. Dans les
années 90, une formule générale alulant tous les nombres N(d, g) a été donnée par Caporaso et
Harris (voir [CH98℄). Le problème 1 était résolu.
La formule de Caporaso et Harris est assez ompliquée et nous ne la donnerons pas ii. En revanhe,
nous proposons au Leteur d'érire lui même ette formule à l'Exerie 6.2.
11
Les problèmes énumératifs posés alors sont même enore plus généraux ! Voii un exemple dont nous ne parlons
pas ii : ombien y a t-il de droites dans l'espae intersetant 4 autres droites données ? La réponse est 2, et il existe
une bien jolie démonstration due à Shubert.
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Avant l'apparition de la géométrie tropiale, les aluls des nombres N(d, g) étaient, à part quelques
exeptions, assez ompliqués et demandaient un bagage tehnique assez important. La géométrie
tropiale a fourni une nouvelle approhe de e domaine, simpliant onsidérablement les aluls
préédents. En eet, les objets tropiaux ont une nature ombinatoire, beauoup plus simple que les
ourbes algébriques ! Le but de e texte est de onvainre le Leteur dans les setions 4, 5 et 6 que
tout un haun peut aluler n'importe quel nombre N(d, g) et établir d'intéressantes relations entre
es nombres par ses propres moyen s'il dispose de susamment de temps et de patiene.
2.3.3. Courbes rationnelles. Les formules 2.21, 2.22 et 2.23 dénombrent des ourbes ayant peu de
points doubles. À l'inverse, les ourbes ayant le nombre maximum de points doubles sont aussi très
spéiales et peuvent être étudiées ave des tehniques partiulières. Préisons au passage que es
ourbes intéressent aussi beauoup les physiiens. Nous retrouverons les ourbes de genre 0 à la
setion 3.3, ar e sont quasiment les seules ourbes que l'on sahe étudier en profondeur si nous
prenons R omme orps de base à la plae de C.
Les ourbes de genre 0 sont aussi appelées ourbes rationnelles, ar elles sont paramétrées par C.
Théoreme 2.24. Si C est une ourbe algébrique de degré d et de genre 0, alors il existe trois
polynmes en une variable et de degré d, F (T ), G(T ) et H(T ) tels que C soit l'image de l'appliation
rationnelle
C \ {ples de F (t)
H(t) et
G(t)
H(t)} −→ C
2
t 7−→
(
F (t)
H(t) ,
G(t)
H(t)
)
Quelques années avant Caporaso et Harris, Kontsevih a donné une formule réursive alulant
tous les nombres N(d, 0).
Théoreme 2.25 (Kontsevih [KM94℄). Les nombre N(d, 0) sont données par la relation
N(d, 0) =
∑
d1 + d2 = d
d1, d2 ≥ 1
N(d1, 0)N(d2, 0)
(
d21d
2
2
(
3d− 4
3d1 − 2
)
− d31d2
(
3d− 4
3d1 − 1
))
si d ≥ 2, et par la valeur initiale N(1, 0) = 1.
Ainsi, tous les nombres N(d, 0) se retrouvent à partir du fait que par 2 points passe une unique
droite ! Notons que les approhes de Kontsevih, et de Caporaso et Harris sont diérentes. Ainsi, les
formules obtenues sont diérentes, en e sens que la formule de Kontsevih n'est pas une sous formule
de la formule de Caporaso et Harris. Grâe au Théorème 2.25, nous pouvons aluler tous les nombres
N(d, 0). À peu près un sièle après Zeuthen, Vainsenher (voir [Vai95℄) a alulé N(5, 0) = 87304
pour la première fois. Quelques temps après, les nombres N(d, 0) pour d ≥ 6 sont alulés pour la
première fois grâe à la formule de Kontsevih.
d 1 2 3 4 5 6 7
N(d, 0) 1 1 12 620 87304 26312976 14616808192
Tab. 2. Premières valeurs de N(d, 0)
À la lumière du tableau 2, nous pouvons onstater que les nombres N(d, 0) ont l'air de grandir
assez vite. De fait nous avons la proposition suivante.
Proposition 2.26 (Di Franeso - Itszykson [DFI95℄). L'asymptotique de la suite (lnN(d, 0))d≥1
lorsque d tend vers l'inni est donnée par
lnN(d, 0) ∼ 3d ln d
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3. Géométrie énumérative réelle
À la setion 2, nous avons utilisé à deux endroits que notre orps de base C était algébriquement
los. Nous avons d'abord invoqué le fait que toutes les formes quadratiques sur C non dégénérées
sont équivalentes pour érire l'équation loale d'un point double d'une ourbe algébrique. Puis, pour
démontrer que les nombres N(d, g) ne dépendaient pas de la onguration de points ω hoisie, nous
avons utilisé le fait qu'un polynme générique de degré n dans C[X] a exatement n raines.
Ces deux résultats sont faux sur R, e qui rend la géométrie réelle paradoxalement plus omplexe
que la géométrie omplexe. Avant de nous laner dans la géométrie énumérative réelle proprement
dite, penhons nous d'abord sur les ourbes algébriques réelles.
3.1. Courbes algébriques réelles. Si P (X,Y ) est un polynme dans R[X,Y ], alors dans l'esprit
la setion 2, nous pouvons regarder l'ensemble des points (x, y) dans R2 tels que P (x, y) = 0.
Maintenant, le fait que R ne soit pas algébriquement los hange beauoup de hoses. En partiulier, la
ourbe dénie par P (X,Y ) peut être vide. Par exemple, auun point de R2 ne vérie X2+Y 2+1 = 0.
Nous arrivons ainsi à une petite ontradition : nous appelons ourbe l'ensemble vide... Comme
souvent, le problème vient de e que nous ne regardons pas le bon objet. En eet, il ne faut pas
voir une ourbe algébrique réelle uniquement omme l'ensemble des solutions dans R
2
de l'équation
P (X,Y ) = 0, mais toujours omme l'ensemble des solutions dans C2 de l'équation P (X,Y ) = 0. Que
vient don faire le mot réel ii puisque nous onsidérons toujours les solutions d'une équation dans
C
2
? Le fait que le polynme P soit réel entraîne que si P (x, y) = 0, alors P (x, y) = 0, où x désigne le
nombre omplexe onjugué à x. Ainsi, notre ourbe algébrique C dénie par P (X,Y ) est beauoup
plus spéiale qu'une ourbe algébrique omplexe quelonque, puisqu'elle admet une involution
12
C −→ C
(x, y) 7−→ (x, y)
De plus, les zéros de P (X,Y ) dans R2, 'est-à-dire les points réels de C, ne sont autres que les points
xes de ette involution. Cei motive la dénition suivante.
Dénition 3.1. Soit P (X,Y ) un polynme dans R[X,Y ] de degré au moins 1. Alors l'ensemble C
des solutions de P (X,Y ) = 0 dans C2 est appelé une ourbe algébrique réelle. De plus, l'ensemble
RC = C ∩R2 est appelé partie réelle de C.
Exemple 3.2. Une droite dont l'équation est à oeients réels est un ourbe algébrique réelle, et sa
partie réelle est une droite telle que nous les dessinons depuis tout petits.
À la setion 2, nous trihions un peu en dessinant les ourbes algébriques dans C
2
. Comme il est
peu aisé de représenter C
2 ≃ R4, nous onsidérions en fait des ourbes algébriques réelles, et nous
dessinions leur partie réelle. Mais ii, puisque nous parlons justement de ourbes algébriques réelles,
les dessins seront dèles à la réalité
13
. Les ourbes dessinées dans les Figures 1, 2, 3, 4 et 5 sont don
des exemples de parties réelles de ourbes algébriques réelles.
Exemple 3.3. La Figure 6 ontient d'autres exemples de partie réelle de ourbes algébriques réelles
de degré 2, 3 et 4. Les équation des ourbes représentée sur les Figures 6 et d sont un peu longues,
nous ne les érivons pas.
Pourquoi onsidérer tous les points dans C
2
d'une ourbe algébrique réelle au lieu de se ontenter
des points dans R2 ? Nous avons vu plus haut que onsidérer uniquement la partie réelle implique
d'étudier des objets potentiellement vides. Mais il y a plus grave ! Certaines informations onernant
une ourbe algébrique réelle peuvent être ahées dans ses points omplexes. Par exemple, les points
12
Plus préisément une involution antiholomorphe.
13
Pour autant qu'une telle phrase ait un sens...
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a) X2 + Y 2 + 1 = 0 b) Y 2 −X(X2 − 1) ) Une ourbe de degré 4 d) Une autre ourbe
de degré 4
Fig. 6. Courbes algébriques réelles de degré 2,3 et 4
doubles d'une algébrique réelle nodale n'ont auune raison d'être tous réels. Ainsi, si nous voulons
dénir la bonne notion de genre d'une ourbe algébrique réelle, nous devons prendre en ompte tous
les points doubles de la ourbe, pas uniquement eux qui se trouvent dans R
2
.
Puisqu'une ourbe algébrique réelle est avant tout une ourbe algébrique omplexe, nous pouvons
parler de ourbes algébriques réelles irrédutibles, singulières ...
Dénition 3.4. Une ourbe algébrique réelle C est irrédutible (respetivement non singulière, no-
dale) si C est irrédutible (respetivement non singulière, nodale) en tant que ourbe algébrique om-
plexe.
Le genre d'une ourbe algébrique réelle irrédutible nodale C est elui de C vue omme ourbe
algébrique omplexe.
Remarque 3.5. Une ourbe algébrique réelle dénie par un polynme P (X,Y ) dans R[X,Y ] est
irrédutible si le polynme P (X,Y ) est irrédutible dans C[X,Y ].
Exemple 3.6. Toutes les ourbes algébriques réelles représentées à la Figure 6 sont irrédutibles et
non singulières.
Exemple 3.7. Terminons de passer en revue toutes les oniques réelles possibles à hangement de
variables ane de R
2
près. Les formes quadratiques X2+Y 2 et X2−Y 2 n'étant pas équivalentes sur
R, il y a plus de oniques réelles que de oniques omplexes. Pour avoir toutes les oniques réelles
en plus de elles dessinées sur les Figures 1 et 6a, nous devons ajouter les oniques d'équations
X2 − Y 2 + 1 = 0, X2 + Y 2 = 0 et X2 + 1 = 0. Ces trois oniques sont représentées à la Figure 7.
Notons que les polynmes X2+Y 2 et X2+1 sont irrédutibles dans R[X,Y ], mais pas dans C[X,Y ]
et dénissent don des ourbes algébriques réelles rédutibles.
a) X2 − Y 2 + 1 = 0 b) X2 + Y 2 = 0 ) X2 + 1 = 0
Fig. 7. Fin de la lassiation des oniques dans R
2
En regardant la lassiation des oniques réelles, nous remarquons un nouveau phénomène : il
y a deux types de points doubles réels possibles pour une ourbe algébrique réelle ! En eet, une
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onique réelle nodale est soit l'union de deux droites réelles, soit l'union de deux droites omplexes
onjuguées. Enore une fois, ela est dû au fait qu'à hangement de variables ane de R
2
et à
l'appliation P (X,Y )→ −P (X,Y ) près, il y a deux formes quadratiques non dégénérées distintes :
X2+Y 2 et X2−Y 2. Comme les formes quadratiques sont les équations loale d'un point double, nous
voyons alors qu'il existe eetivement deux sortes de points doubles réels pour une ourbe algébrique
réelle. Nous aurons l'oasion de reparler de es deux types de points doubles réels à la setion 3.3.
Dénition 3.8. Soit C une ourbe algébrique réelle, et p ∈ RC un point double de C. On dit que
p est un point double réel isolé de RC si la diérentielle seonde de C en p est équivalente sur R à
X2 + Y 2. On dit que p est un point double réel non isolé de RC si la diérentielle seonde de C en
p est équivalente sur R à X2 − Y 2.
Si p est un point double réel isolé de RC, alors au voisinage de p, C ressemble à la ourbe dénie
par l'équation X2 + Y 2 = 0. En partiulier, p est le seul point de RC dans e voisinage, d'où le nom
de point double isolé. De plus, omme X2 + Y 2 = (X + iY )(X − iY ), au voisinage de p la ourbe C
ressemble à l'union de deux droites omplexes onjuguées, 'est-à-dire que p est le point d'intersetion
de deux branhes omplexes onjuguées de C. Cette situation est représentée à la Figure 8a où les
pointillés représentent les deux branhes omplexes onjuguées de C.
Au voisinage d'un point double réel non isolé, la ourbe C ressemble à la ourbe dénie par
l'équation X2 − Y 2 = 0, et don à l'union de deux droites réelles (voir la Figure 8b).
a) Un point double isolé b) Un point double non isolé ) Y 2 −X2(X − 1) = 0
Fig. 8. Points doubles réels
Exemple 3.9. La ubique d'équation Y 2 − X2(X + 1) = 0 (voir Figure 4) a un point double réel
non isolé en (0, 0). La ubique d'équation Y 2 −X2(X − 1) = 0 (voir Figure 8) a un point double
réel isolé en (0, 0).
3.2. Le réel, 'est ompliqué. Maintenant que nous avons déni les ourbes algébriques réelles
nodales irrédutibles, nous pouvons jouer au même jeu qu'à la setion 2.3.2. Fixons nous un degré
d ≥ 1, un genre g ≥ 0, et une onguration générique ω = {p1, . . . , p3d−1+g} de 3d−1+g points dans
R
2
. Considérons alors l'ensemble RC(d, g, ω) de toutes les ourbes algébriques réelles irrédutibles
nodales de degré d, de genre g, passant par tous les points de ω. Comme R2 ⊂ C2, il est lair que
RC(d, g, ω) ⊂ C(d, g, ω), où C(d, g, ω) est l'ensemble des ourbes algébriques omplexes de degré d et
de genre g passant par les points de ω.
Nous avons vu à la setion 2.3.2 que pour une onguration de points ω dans C2, les ourbes de
C(d, g, ω) sont données par les raines d'un polynme dans C[X], dont le degré, et don le nombre
de raines, ne dépend pas du hoix de la onguration générique ω. Si les points pi sont dans R
2
,
alors e polynme est dans R[X]. Maintenant, le nombre de raines réelles d'un polynme réel ne
dépend pas uniquement du degré du polynme, mais aussi de ses oeients. C'est-à-dire que la
Proposition 2.19 a peu de hane d'être vraie dans le as réel : le ardinal de RC(d, g, ω) dépend de la
onguration ω hoisie ! Par exemple, on peut failement trouver une onguration de 8 points dans
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R
2
par laquelle passent 12 ubiques réelles rationnelles, et une autre par laquelle passent seulement
8 ubiques réelles rationnelles (voir Proposition 3.12).
Les raines d'un polynme dans R[X] sont soient réelles, soit naturellement assoiées en paires de
raines omplexes onjuguées. Puisque les solutions d'un problème énumératif réel sont les raines
d'un polynme réel, les solutions sont soit des ourbes réelles, soit naturellement assoiées en paires
de ourbes omplexes onjuguées. Reprenons l'exemple des 8 points de R
2
par lesquels passent
seulement 8 ubiques réelles rationnelles. Nous savons que par es 8 points passent 12 ubiques
omplexes rationnelles, don 4 de es ubiques omplexes rationnelles ne sont pas réelles et sont
regroupées en deux paires de ubiques omplexes onjuguées.
La géométrie énumérative réelle semble don plus ompliquée que la géométrie énumérative om-
plexe... Il y a ependant un as où la méthode employée pour ompter les ourbes omplexes marhe
tout aussi bien pour ompter les ourbes réelles.
Proposition 3.10. Pour tous d ≥ 1 et ω générique, on a Card
(
RC(d, (d−1)(d−2)2 , ω)
)
= 1.
Démonstration. Nous pouvons reprendre mot pour mot la démonstration de la setion 2.2 en rem-
plaçant C par R. En eet, e problème énumératif se traduit en un problème d'algèbre linéaire dont
la résolution ne dépend pas du orps de base. 
Mais pour l'énumération générale des ourbes algébriques réelles nodales, savoir ompter les
ourbes omplexes ne nous aide pas beauoup...
Problème 2. Que peut-on dire du ardinal de RC(d, g, ω) ?
Puisque e ardinal est le nombre de raines réelles d'un polynme dans R[X], on peut immédiate-
ment dire deux hoses : e nombre est plus petit que le degré du polynme et lui est ongru modulo
2
Proposition 3.11. Pour toute onguration de points ω, on a les inégalités suivantes
0, 1 ≤ Card (RC(d, g, ω)) ≤ N(d, g)
la borne inférieure étant 1 (resp. 0) si N(d, g) est impair (resp. pair). De plus on a
Card (RC(d, g, ω)) = N(d, g) mod 2
Maintenant, quelles sont les valeurs possibles du ardinal de RC(d, g, ω) entre 0 et N(d, g) ? Si
tous les polynmes de R[X] représentaient toutes les solutions de nos problèmes énumératifs, alors
la réponse serait évidente : le ardinal de RC(d, g, ω) pourrait être n'importe quel nombre plus petit
et de même parité que N(d, g).
Cependant, nos polynmes à une variable proviennent de problèmes géométriques, et ne sont don
a priori pas du tout quelonques. Nous avons don bien peu d'espoir de prouver l'énoné i-dessus.
Et pour ause, la Proposition 3.12 i-dessous nous montre que et énoné est faux !
À l'heure atuelle, peu de hoses sont onnues dans l'étude du Problème 2 omparé à e que l'on
sait du Problème 1. Si l'on onnaît plusieurs moyens de aluler tous les nombres N(d, g), on ne sait
à peu près rien des valeurs possibles du ardinal de RC(d, g, ω) à part dans quelques as partiuliers.
En fait, on ne sait répondre en toute généralité à ette question qu'en degré plus petit que 3... Le
as des degrés 1 et 2 est ouvert par la Proposition 3.10, ainsi que le as des ubiques réelles non
singulières de degré 3. Le as des ubiques réelles rationnelles a été traité par Degtyarev et Kharlamov
il y a seulement quelques années.
Proposition 3.12 (Degtyarev - Kharlamov [DK00℄). Les valeurs prises par le ardinal de RC(d, 0, ω)
quand ω parourt les ongurations génériques de 8 points dans R2 sont 8, 10 et 12.
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La Proposition 3.12 fait apparaître le phénomène diablement intéressant suivant : quel que soit le
hoix de nos 8 points dans R
2
, il existe toujours au moins 8 ubiques rationnelles réelles passant par
es 8 points ! Ainsi, la borne inférieure 0 de la Proposition 3.11 est loin d'être optimale. Par ontre, on
onstate aussi qu'il existe des ongurations de 8 points pour lesquelles les 12 ubiques rationnelles
omplexe sont en faite réelles. Est e là un fait général ? Peut on améliorer les deux bornes de la
Proposition 3.11 ? Les problèmes suivants sont des versions simpliées du problème 2
Problème 3. Quelle est la valeur minimale du ardinal de RC(d, g, ω) quand ω varie ?
Problème 4. Quelle est la valeur maximale du ardinal de RC(d, g, ω) quand ω varie ?
Pour l'instant, es deux problèmes sont enore largement ouverts. Par exemple, personne à ma
onnaissane ne sait s'il existe une onguration de 11 points dans R
2
telle que les 620 ourbes
algébriques omplexes rationnelles de degré 4 passant par es points soient toutes réelles. Vers 2002,
Welshinger a proposé une reette pour assoier un signe ±1 à toute ourbe algébrique réelle et
a montré un résultat surprenant : si on ompte les ourbes rationnelles de ette manière, alors le
résultat ne dépend pas de la onguration ω hoisie. Enore plus intéressant, et invariant donne une
nouvelle borne inférieure pour le ardinal de RC(d, 0, ω) !
3.3. Invariants de Welshinger. Nous avons déjà mentionné à la setion 2.3.3 que les ourbes
rationnelles sont très spéiales parmi toutes les ourbes algébriques, et que l'on disposait de teh-
niques partiulières pour les étudier. Nous allons ii expliquer omment ompter orretement les
ourbes réelles rationnelles pour que le résultat ne dépende pas de la onguration ω hoisie. Nous
obtiendrons ainsi les invariants de Welshinger.
Nous avons vu à la setion 3.1 qu'il existe deux types de points doubles réels pour une ourbe
algébrique réelle, les points doubles isolés et les points doubles non isolés. Un point double isolé est
le point d'intersetion de deux branhes omplexes onjuguées de la ourbe. Un point double non
isolé est le point d'intersetion de deux branhes réelles.
Dénition 3.13. La masse d'une ourbe algébrique réelle C, notée m(C), est le nombre de points
doubles isolés de C.
Exemple 3.14. La ubique d'équation Y 2 − X2(X + 1) = 0 (voir Figure 4) est de masse 0, et la
ubique d'équation Y 2 −X2(X + 1) = 0 (voir Figure 8) est de masse 1.
Soit ω une onguration générique de 3d− 1 points dans R2 et posons
W (d) =
∑
C∈RC(d,0,ω)
(−1)m(C)
Le résultat suivant est un des théorèmes majeurs en géométrie énumérative réelle de es dernières
années.
Théoreme 3.15 (Welshinger [Wel05a℄). Pour tout d ≥ 1, le nombre W (d) ne dépend pas de ω.
Pour nous, l'intérêt prinipal de l'invariant W (d) est qu'il donne une borne inférieure pour le
ardinal de RC(d, 0, ω) potentiellement meilleure que elle de la Proposition 3.11.
Proposition 3.16. Pour tout d ≥ 1 et toute onguration ω générique de 3d− 1 points dans R2, on
a
|W (d)| ≤ Card (RC(d, 0, ω))
Démonstration. La proposition déoule immédiatement du fait que les ourbes de RC(d, 0, ω) sont
omptées ave un signe ±1. 
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Don si nous arrivons à montrer que les nombres W (d) ne sont pas nuls, nous aurons aompli un
progrès dans l'étude du Problème 3 ! On voit failement ave la Formule de Kontsevih (Théorème
2.25) que les nombres N(d, 0) sont pairs dès que d ≥ 3, de sorte que nous ne pouvons même pas
armer immédiatement que par 3d−1 point génériques de R2 passe au moins une ourbe algébrique
réelle rationnelle de degré d.
Problème 5. Les nombres W (d) sont ils nuls ?
Welshinger a montré que les nombres W (d) ne dépendent pas de la onguration ω hoisie, mais
il restait à les aluler. Dans son artile original, Welshinger a seulement pu démontrer que W (d)
était non nul pour d ≤ 5. Ce n'est que grâe à la géométrie tropiale que les invariants de Welshinger
ont pu être alulés pour la première fois par Mikhalkin dans [Mik05℄. En se basant sur les travaux de
Mikhalkin, Itenberg, Kharlamov et Shustin (voir [IKS03℄) ont donné une borne inférieur non triviale
pour les nombres W (d) et ont ainsi établi l'existene d'une ourbe algébrique réelle rationnelle de
degré d passant par n'importe quelle onguration de 3d − 1 points réels. Un peu plus tard, ils ont
montré que les invariants de Welshinger satisfont une formule de type Caporaso-Harris (voir [IKS℄).
Enore une fois, ette formule est assez ompliquée, nous ne la donnerons pas ii. Nous proposons
toutefois au Leteur d'érire lui même ette formule à l'Exerie 6.6.
Les premières valeurs de W (d) sont données dans le tableau 3. Notons que pour démontrer la
Proposition 3.12, Degtyarev et Kharlamov avaient en fait alulé W (3), et e avant que Welshinger
ait déni ses invariants. Les valeurs de W (d) pour d ≥ 4 sont dues à Itenberg, Kharlamov et Shustin.
Ces derniers ont aussi étudié quelques propriétés de la suite (W (d))d≥1. Nous verrons es résultats
plus en détail à la setion 6.2.
La Proposition 3.12 nous dit que W (3) est la borne inférieure optimale pour Card (RC(3, 0, ω)).
En utilisant les diagrammes en étages (voir setion 5), Rey a montré que l'invariant de Welshinger
est aussi optimal en degré 4.
d 1 2 3 4 5 6 7
W (d) 1 1 8 240 18264 2845440 792731520
Tab. 3. Premières valeurs de W (d)
Proposition 3.17 (Rey). Il existe une onguration générique de 11 points dans R
2
par laquelle
passent exatement 240 ourbes algébriques réelles rationnelles de degré 4.
À partir du degré 5, le problème de l'optimalité de W (d) est toujours ouvert.
Problème 6. Existe-t-il toujours une onguration générique ω de 3d − 1 points dans R2 telle que
le ardinal de RC(d, 0, ω) soit exatement W (d) ?
Remarque 3.18. Rien ne nous empêhe de ompter les ourbes de RC(d, g, ω) pour tout genre g
ave les mêmes signes que pour les ourbes rationnelles. Malheureusement, les nombres obtenus ne
sont pas invariants par rapport à ω dès que g ≥ 1 (voir [Wel05a℄ ou [IKS03℄)...
4. Géométrie énumérative tropiale
La géométrie tropiale est une géométrie algébrique omme aux setions 2 et 3, mais au lieu de
se xer un orps de base, on se xe à la plae un semi-orps ('est-à-dire que nous ne disposons pas
de la soustration) de base. Les objets tropiaux que l'on obtient ont alors une nature ombinatoire,
e qui failite la résolution de ertains problèmes. Par exemple, la géométrie énumérative tropiale
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est beauoup plus simple que ses homologues réelle ou omplexe ! La suite de e texte est destinée à
onvainre le Leteur que la géométrie énumérative tropiale, 'est faile.
L'intérêt majeur de la géométrie tropiale est qu'elle permet de résoudre des problèmes de géomé-
trie lassique. Les Théorèmes de Correspondane de Mikhalkin que nous verrons à la setion 4.2 en
sont de beaux exemples : ompter des ourbes tropiales revient à ompter des ourbes algébriques.
4.1. Courbes tropiales. Par souis de onision, nous n'adopterons pas ii le point de vue géo-
métrie algébrique sur le semi-orps tropial. Nous nous bornerons à donner les dénitions ad ho
dont nous aurons besoin dans la suite de e texte. Pour nous, une ourbe tropiale est un graphe
équilibré dans R
2
dont les arêtes sont des intervalles à pente rationnelle et auxquelles nous attribuons
un nombre entier appelé poids.
Il est possible d'unier les onepts de ette setion ave eux de la setion 2 où les ourbes
algébriques sont dénies omme le lieu d'annulation de polynmes. Il existe une notion de polynme
tropial et de son lieu d'annulation, et on peut ainsi dénir une ourbe tropiale omme à la setion
2. Cette dénition algébrique de ourbe tropiale est équivalente à elle que nous donnons ii, nous
renvoyons le Leteur au ours d'Ilia Itenberg dans [BPS08℄ ou aux textes [Mik06℄ et [IMS07℄.
Dénition 4.1. Un graphe retiligne à pentes rationnelles Γ dans R2 est la donnée d'un ensemble
ni de points Γ0 de R
2
, et d'un ensemble ni Γ1 d'intervalles (non néessairement bornés) de R
2
tels
que
• haque intervalle de Γ1 est ontenu dans une droite d'équation aX+ bY + c = 0 ave a et b dans
Z,
• les extrémités de haque intervalle de Γ1 sont dans Γ0,
• l'intersetion de deux éléments de Γ1 est soit vide, soit un point de Γ0,
• tout point dans Γ0 est une extrémité d'au moins 3 intervalles de Γ1.
Les points de Γ0 sont appelés les sommets de Γ, les intervalles de Γ1 sont appelés les arêtes de Γ.
Si un sommet s est une extrémité d'une arête a, on dit que le sommet s est adjaent à l'arête a. Un
sommet adjaent à 3 (resp. 4) arêtes est appelé un sommet trivalent (resp. quadrivalent).
Exemple 4.2. Des exemples de graphes retilignes à pentes rationnelles sont représentés sur la Figure
9. Le graphe de la Figure 9a (resp. 9b,  et d) a 5 (resp. 3, 1 et 4) sommets et 8 (resp. 10, 3 et 9)
arêtes.
Puisque les sommets d'un graphe retiligne à pentes rationnelles Γ dans R2 sont tous adjaents à
au moins trois arêtes et que deux arêtes ne peuvent s'interseter qu'en un sommet, l'ensemble Γ0 est
entièrement déterminé par l'union dans R
2
des arêtes de Γ. Pour éviter les détails trop tehniques et
peu intéressants, et bien que ela ne soit pas tout à fait honnête, nous onfondrons dans la suite un
graphe retiligne à pentes rationnelles et l'union de ses arêtes dans R
2
.
Soit s un sommet adjaent à une arête a. Comme l'arête a est inlue dans une droite L dont la
diretion est d'équation à oeients dans Z, il existe un veteur ~v dans Z2 tel que s+~v soit dans L.
De plus, si nous demandons que les oordonnées de ~v soient premières entre elles, il n'y a plus que
deux hoix possibles pour ~v suivant sa diretion. Nous pouvons xer ette diretion en demandant
que le point s + ǫ~v soit dans a pour ǫ un nombre réel positif assez petit. Nous avons ainsi déni de
manière unique un veteur ~v dans Z à partir de s et de a.
Dénition 4.3. Le veteur ~v est appelé le veteur primitif sortant du sommet s suivant l'arête a.
Exemple 4.4. Si le sommet s du graphe de la Figure 9 est le points (0, 0), alors les trois arêtes sont
ontenues dans les trois droites d'équations Y = 0, X = 0 et X − Y = 0. Les trois veteurs primitifs
sortant de s sont don les veteurs (−1, 0), (0,−1) et (1, 1).
Pour dénir une ourbe tropiale, il nous faut introduire la notion de poids sur les arêtes.
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a) b)
) d)
Fig. 9. Graphes retilignes à pentes rationnelles
Dénition 4.5. Un graphe pondéré dans R
2
est un graphe retiligne à pentes rationnelles Γ muni
d'une fontion w : Γ1 → N
∗
.
Dans les dessins de graphes pondérés, on ne préise le poids d'une arête uniquement si elui i est
au moins 2.
Exemple 4.6. Les quatre graphes de la Figure 9 sont don des graphes pondérés, haque arête étant
impliitement de poids 1. Les graphes de la Figure 10 sont aussi des graphes pondérés, le graphe
pondéré de la Figure 10b ontient une arête de poids 2.
Nous avons maintenant tout e qu'il faut pour dénir une ourbe tropiale, qui est un graphe
pondéré et équilibré.
Dénition 4.7. Une ourbe tropiale C dans R2 est un graphe retiligne à pentes rationnelles Γ
pondéré par w qui vérie la ondition d'équilibre en haun de ses sommets : pour tout sommet s de
Γ adjaent aux arêtes a1, . . . , ak de veteurs primitifs sortants orrespondants ~v1, . . . , ~vk, on a
k∑
i=1
w(ai)~vi = ~0
La ondition d'équilibre est bien onnue en életriité sous le nom de Loi de Kirho.
Exemple 4.8. Le graphe pondéré de la Figure 9 est une ourbe tropiale. En eet, les trois veteurs
primitifs sortant du sommet sont (−1, 0), (0,−1) et (1, 1) et les poids sont tous 1, don la somme
est bien le veteur nul.
Exemple 4.9. En revanhe, le graphe pondéré de la Figure 9a n'est pas une ourbe tropiale. Les
autres graphes pondérés des Figures 9 et 10 sont des ourbes tropiales.
Remarque 4.10. En raison de la ondition d'équilibre, une ourbe tropiale n'est jamais ompate.
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2
a) b)
) d)
Fig. 10. Quelques ourbes tropiales
Comme dans le as des ourbes algébriques, nous pouvons dénir les ourbes tropiales irrédu-
tibles, le degré d'une ourbe tropiale et le genre d'une ourbe tropiale nodale.
Dénition 4.11. Une ourbe tropiale est irrédutible si elle n'est pas l'union de deux ourbes tro-
piales.
Exemple 4.12. Les ourbes tropiales des Figures 9, d et 10b,  et d sont irrédutibles. Les ourbes
tropiales des Figures 9b et 10a sont rédutibles. Par exemple la ourbe tropiale de la Figure 10a
est l'union des ourbes tropiales des Figures 9 et d.
Dénition 4.13. Une ourbe tropiale C est de degré d si pour haune des diretions (−1, 0), (0,−1)
et (1, 1), la somme des poids des arêtes non bornées de C partant à l'inni dans ette diretion est
d, et si C n'a pas d'autres arêtes non bornées.
Exemple 4.14. La ourbe tropiale de la Figure 9 est de degré 1. Les ourbes tropiales des Figures
9d et 10b sont de degré 2. Les ourbes tropiales des Figures 10a,  et d sont de degré 3.
Remarque 4.15. Il se peut don ave ette dénition qu'une ourbe tropiale n'ait pas de degré,
omme par exemple elle de le Figure 9b. Cela est dû à la mauvaise dénition de ourbe tropiale
que nous adoptons ii. Si l'on voit une ourbe tropiale omme l'ensemble des zéros tropiaux d'un
polynme tropial, alors ette diulté disparaît : le degré de la ourbe est simplement le degré du
polynme, omme en géométrie lassique. La ourbe tropiale de la Figure 9b est alors de degré 4.
Le nombre maximal de sommets et d'arêtes d'une ourbe tropiale s'exprime failement en fontion
du degré de la ourbe. Nous aurons besoin dans la suite de la proposition suivante.
Proposition 4.16. Une ourbe tropiale de degré d a au plus d2 sommets.
Comme en géométrie omplexe, nous appellerons droite (resp onique, ubique) tropiale une
ourbe tropiale de degré 1 (resp. 2, 3). Une ourbe tropiale peut être assez ompliquée, et omme
à la setion 2 nous allons travailler ave les plus simples, les ourbes nodales.
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Dénition 4.17. Une ourbe tropiale C est nodale si haque arête non bornée de C est de poids
1 et si haque sommet de C est trivalent ou quadrivalent. De plus, si s est un sommet quadrivalent
adjaent aux arêtes a1, . . . a4 de veteurs primitifs sortants orrespondants ~v1, . . . , ~v4, alors quitte à
renuméroter les ai et ~vi on a w(a1) = w(a2), w(a3) = w(a4), ~v1 = −~v2 et ~v3 = −~v4.
w
w
w
1
1
2w
2
Fig. 11. Un sommet quadrivalent d'une ourbe tropiale nodale
En d'autres termes, une ourbe tropiale C est nodale si tous ses sommets qui sont adjaents à
au moins 4 arêtes sont en fait adjaents à exatement 4 arêtes et sur un voisinage de e sommet, C
est l'union de deux intervalles (voir Figure 11). Nous retrouvons la notion de point d'intersetion de
deux branhes de C omme à la setion 2.
Exemple 4.18. La ourbe tropiale de la Figure 9b n'est pas nodale ar un de ses sommets est adjaent
à 6 arêtes. Les ourbes tropiales des Figures 9, d et 10 sont nodales.
Pour aluler le genre d'une ourbe algébrique omplexe, il sut de ompter le nombre de points
doubles de la ourbe. En géométrie tropiale, l'idée est toujours la même mais la dénition est un peu
diérente ar un sommet quadrivalent peut ompter pour plusieurs points doubles, et un sommet
trivalent peut aussi aher des points doubles.
Dénition 4.19. Soit C une ourbe tropiale irrédutible nodale de degré d ave σ sommets triva-
lents. Le genre de C, noté g(C) est déni par
g(C) =
σ − 3d+ 2
2
Comme dans le as des ourbes algébriques, le genre est un entier ompris entre 0 et
(d−1)(d−2)
2 .
Exemple 4.20. Les ourbes tropiales des Figures 9, d, 10b et d sont de genre 0. La ourbe tropiale
de la Figure 10 est de genre 1.
Comme en géométrie omplexe, nous appellerons ourbe tropiale rationnelle une ourbe tropiale
de genre 0.
4.2. Théorèmes de Correspondane. Nous avons maintenant toutes les dénitions requises pour
pouvoir faire de la géométrie énumérative tropiale. Fixons nous un degré d ≥ 1, un genre g ≥ 0, et
une onguration générique ω = {p1, . . . , p3d−1+g} de 3d − 1 + g points dans R
2
. Considérons alors
l'ensemble TC(d, g, ω) de toutes les ourbes tropiales irrédutibles nodales14 de degré d, de genre g,
passant par tous les points de ω.
Proposition 4.21 (Mikhalkin, [Mik05℄). Si la onguration de points ω est générique, alors l'en-
semble TC(d, g, ω) est ni.
14
Comme dans le as algébrique, il existe une notion de genre pour toute ourbe tropiale, et pour une onguration
générique ω, toutes les ourbes de TC(d, g, ω) seront nodales. On peut don enore une fois oublier de préiser nodales
dans l'énoné du problème.
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Exemple 4.22. Si nous prenons d = 1 (et don g = 0), nous regardons alors les droites tropiales
passant par deux points de R
2
. Si les deux points sont sur une même droite (habituelle !) d'équation
X = α ou Y = α ou X = Y + α, alors il existe une innité de droites tropiales passant par es
deux points (voir la Figure 12a). Dans e as, les deux points ne sont pas en position générique. Par
ontre, si les deux points ne sont pas sur une telle droite, alors il existe une unique droite tropiale
passant par es deux points, omme nous le voyons sur les Figures 12b,  et d pour diérentes paires
de points. Nous retrouvons ainsi le même résultat que pour les droites algébriques !
a) Non générique b) Générique ) Générique d) Générique
Fig. 12. Deux points dans R
2
et les droites les ontenant
Exemple 4.23. Fixons nous maintenant d = 2 (et don g = 0). Nous omptons les oniques tropiales
passant par 5 points en position générique, et dans e as enore nous en trouvons une unique.
Comme pour les ourbes algébriques ! Nous pouvons voir ette onique tropiale pour un exemple de
onguration sur la Figure 13a. La preuve que ette onique est la seule sera donnée à la setion 5.
a) Une unique onique tropiale b) Une unique ubique tropiale de genre 1
passant par 5 points passant par 9 points
Fig. 13. Deux solutions de problèmes énumératifs tropiaux
Exemple 4.24. Pour d = 3, le genre peut être 0 ou 1. Si nous xons g = 1, alors omme aux Exemples
4.22 et 4.23, nous trouvons une unique ubique de genre 1 passant par 9 points génériques (voir Figure
13b). Regardons maintenant les ubiques tropiales rationnelles passant par une onguration de 8
points. La Figure 14 nous donne toutes les ubiques tropiales rationnelles passant par une telle
onguration. La preuve que toutes les ubiques rationnelles passant par les 8 points hoisis sont
bien représentées sur la Figure 14 sera donnée à la setion 5. Nous avons alors beau ompter et
reompter, nous ne trouvons que 9 ubiques tropiales rationnelles passant par nos 8 points, rien à
voir ave le nombre N(3, 0) égal à 12... La similitude entre la géométrie tropiale et la géométrie
omplexe s'arrêterait-elle ii ?
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2
a) b) )
d) e) f)
g) h) i)
Fig. 14. Cubiques tropiales rationnelles passant par 8 points
En fait, nous trouvons 9 dans l'exemple préédent ar nous omptons mal. Nous avons déjà vu à la
Dénition 4.19 du genre d'une ourbe tropiale nodale qu'un point d'intersetion de deux branhes
pouvait en fait ompter pour plusieurs points doubles. La situation est analogue ii : il peut arriver, et
il arrive souvent, que l'on doive ompter une ourbe tropiale de TC(d, g, ω) plusieurs fois. En d'autres
termes, il faut attribuer à haque ourbe une multipliité, et ompter les ourbes de TC(d, g, ω) ave
ette multipliité.
Quelle est don ette multipliité ? Soit C une ourbe tropiale nodale, et s un sommet trivalent
de C adjaent aux arêtes a1, a2 et a3 de veteurs primitifs sortants orrespondants ~v1, ~v2 et ~v3. La
multipliité omplexe de s est dénie par
µC(s) = w(a1)w(a2)
∣∣∣ det (~v1, ~v2)
∣∣∣
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Grâe à la ondition d'équilibre, le nombre µC(s) ne dépend pas de la numérotation des ai. Notons
Γ0,3 l'ensemble des sommets trivalents de C.
Dénition 4.25. La multipliité omplexe d'une ourbe tropiale nodale C, notée µC(C), est dénie
par
µC(C) =
∏
s∈Γ0,3
µC(s)
Quelle est la signiation de ette multipliité ? Prenons une onguration générique ω de 3d −
1 + g points dans R2. Dans son artile [Mik05℄, Mikhalkin onstruit à partir de ω une onguration
générique ω0 de 3d − 1 + g points dans C
2
et montre ensuite qu'il existe une appliation naturelle
φ : C(d, g, ω0) → TC(d, g, ω). La multipliité d'une ourbe de TC(d, g, ω) est alors le ardinal de
φ−1(C).
Ave es préisions, il devient lair que 'est ave ette multipliité qu'il faut ompter les ourbes
tropiales.
Théoreme 4.26 (Mikhalkin [Mik05℄). Pour tous d ≥ 1, g ≥ 0, et ω générique, on a l'égalité
N(d, g) =
∑
C∈TC(d,g,ω)
µC(C)
Il n'est pas diile de voir que le ardinal de TC(d, g, ω) dépend de ω. Un orollaire immédiat du
Théorème 4.26 est que le nombre de ourbes tropiales dans TC(d, g, ω) omptées ave multipliité
ne dépend pas de ω.
Exemple 4.27. Toutes les ourbes tropiales des Figures 12, 13 et 14 sont de multipliité omplexe 1
sauf la ourbe de la Figure 14a qui est de multipliité omplexe 4. Nous retrouvons ainsi N(1, 0) =
N(2, 0) = N(3, 1) = 1 et N(3, 0) = 12.
Ainsi, la géométrie énumérative tropiale donne les mêmes résultats que la géométrie énumérative
omplexe. Qu'en est-il de la géométrie énumérative réelle ? Dans la démonstration du Théorème
4.26, il est possible de hoisir ω0 ⊂ R
2
et don de onsidérer l'ensemble RC(d, g, ω0). Mikhalkin a
alors montré que la somme des signes de Welshinger des ourbes algébriques réelles dans φ−1(C)
pouvait se aluler très failement à partir de la seule onnaissane de C et était égale à −1, 0 ou 1.
C'est-à-dire qu'il existe une multipliité réelle d'une ourbe tropiale rationnelle telle qu'en omptant
les ourbes tropiales dans TC(d, 0, ω) ave ette multipliité, on retrouve l'invariant de Welshinger.
Soit C une ourbe tropiale rationnelle nodale, et s un sommet trivalent de C. Si µC(s) est pair, alors
la multipliité réelle de C sera 0. Si µC(s) est impair, sa valeur modulo 4 est soit 1 soit 3. Posons
o(C) = Card ({s sommet trivalent de C tel que µC(s) = 3 mod 4})
Dénition 4.28. La multipliité réelle d'une ourbe tropiale nodale irrédutible C, notée µR(C),
est dénie par
µR(C) = 0
si µC(C) est pair, et par
µR(C) = (−1)
o(C)
sinon.
Théoreme 4.29 (Mikhalkin [Mik05℄). Pour tous d ≥ 1 et ω générique, on a l'égalité
W (d) =
∑
C∈TC(d,0,ω)
µR(C)
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Exemple 4.30. Toutes les ourbes tropiales rationnelles sur les Figures 12, 13a et 14 sont de mul-
tipliité réelle 1 sauf la ourbe de la Figure 14a qui est multipliité réelle 0. Nous retrouvons ainsi
W (1) = W (2) = 1 et W (3) = 8.
Remarque 4.31. Nous pouvons très bien attribuer ave les mêmes règles une multipliité réelle à
une ourbe tropiale nodale irrédutible de n'importe quel genre. Une surprise nous attend alors (voir
[IKS℄) : ontrairement à e qui se passe pour les ourbes algébriques réelles, es nombres tropiaux ne
dépendent pas de ω ! On ne omprend toujours pas les raisons profondes de ette invariane tropiale.
5. Déomposition en étages de ourbes tropiales
Les Théorèmes 4.26 et 4.29 réduisent déjà nos problèmes énumératifs en géométrie algébrique à
des problèmes ombinatoires : il sut de ompter ertains graphes retilignes dans R
2
. Les déompo-
sitions en étages sont une étape supplémentaire dans la simpliation du alul des nombres N(d, g)
et W (d). L'idée est de prendre une onguration quelonque de points, et d'éloigner les points les
uns des autres dans la diretion vertiale. À mesure que les points s'éloignent, nos ourbes tropiales
se assent en moreaux très simples, et le tour est joué. Cette méthode peut être vue omme une
variante tropiale de la méthode de Caporaso et Harris en géométrie énumérative omplexe.
5.1. Étages d'une ourbe tropiale. Puisque nous distinguons une diretion partiulière dans
R
2
, les arêtes d'une ourbe tropiale se trouvent naturellement divisées en deux atégories. Assez
logiquement, nous appelons arêtes vertiales d'une ourbes tropiale elles qui sont parallèles à la
droite d'équation X = 0.
Dénition 5.1. Un étage d'une ourbe tropiale C est une omposante onnexe de C privée de ses
arêtes vertiales.
Les mathématiques étant basées sur le monde observé, deux étages seront naturellement reliés par
un asenseur.
Dénition 5.2. Une omposante onnexe d'une ourbe tropiale C privée de ses étages est appelée
un asenseur.
Remarque 5.3. Pour être totalement rigoureux, il faudrait érire une omposante onnexe de l'adhé-
rene de ... dans les deux dénitions préédentes.
En général, les asenseurs sont une union d'arêtes vertiales, mais ne sont pas eux même des arêtes
vertiales omme on peut le voir sur les Figures 14d, e, ..., i. Puisqu'un sommet quadrivalent d'une
ourbe tropiale nodale est l'intersetion de deux intervalles, la Dénition 4.17 nous permet de parler
du poids d'un asenseur d'une ourbe tropiale nodale.
Exemple 5.4. Les asenseurs, qui sont aussi des arêtes vertiales ii, des ourbes tropiales de la
Figure 15 sont dessinées en pointillés, leurs étages sont dessinés en traits pleins. Leur poids est à
haque fois 1.
Comme d'habitude, on se xe un degré d, un genre g, une onguration ω = {p1, . . . , p3d−1+g} de
3d − 1 + g points dans R2, et on onsidère l'ensemble TC(d, g, ω). Maintenant, envoyons un par un
les points pi très haut, et observons e qui se passe.
Exemple 5.5. Supposons que d = 1 et que nous partons de la onguration de la Figure 16a. Lorsque
nous déplaçons le point p2 vers le haut, le sommet de la droite tropiale passant par p1 et p2 se déplae
vers la gauhe (Figure 16b) jusqu'à oïnider ave p1 (Figure 16, notons que la onguration {p1, p2}
n'est alors pas générique), puis le sommet de la droite se déplae vers le haut et p1 se trouve désormais
sur l'asenseur (Figure 16b). Si nous ontinuons à déplaer p2 vers le haut, le sommet de la droite
ontinue à monter, mais rien d'autre ne se passe.
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a) Un étage b) Deux étages
) Un étage d) Trois étages
Fig. 15. Étages de ourbes tropiales
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a) b) ) d)
Fig. 16. On monte le point p2
Exemple 5.6. Prenons maintenant d = 2 et la onguration de la Figure 17a. Lorsque nous déplaçons
le point p5 vers le haut, omme à l'Exemple 5.5 nous arrivons à la ourbe tropiale de la Figure 17b.
Puis, si nous montons le point p4, elui i se déplae le long de l'asenseur, et si nous gardons la
distane entre p5 et p4 très grande, rien ne se passe. De même, en montant à présent le point p3,
alors nous arrivons au bout d'un moment à la ourbe tropiale de la Figure 17, et plus rien ne se
passe lorsque nous montons les points p2 puis p1 tout en gardant une distane très grande entre les
points pi.
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Fig. 17. On monte les points un par un
Dans les deux exemples préédents, on observe le même phénomène. Si les points pi sont su-
samment éloignés les uns des autres, alors haque étage et haque asenseur ontient exatement
un point de ω. Ainsi, la répartition des points de ω sur les ourbes tropiales devient très simple !
Étudions maintenant e qui se passe dans le as général.
Revenons à une onguration générique ω quelonque, et soit [u; v] un segment de R. La proposition
suivante nous dit que si ω ⊂ [u; v] × R, alors toute l'information intéressante à propos des ourbes
de TC(d, g, ω) se trouve aussi dans le ruban [u; v] × R.
Lemme 5.7. Si tous les points de ω sont dans [u; v]×R, alors tous les sommets de toutes les ourbes
tropiales de TC(d, g, ω) sont aussi dans [u; v]× R.
Démonstration. Nous allons raisonner par l'absurde : s'il existe une ourbe de TC(d, g, ω) ayant un
sommet dans le demi plan {(x, y)|x < u}, nous allons alors montrer qu'il existe un nombre inni de
ourbes tropiales dans TC(d, g, ω) en ontradition ave la Proposition 4.21. Le as d'une ourbe
ayant un sommet dans le demi plan {(x, y)|x > v} se traite de la même manière, nous ne le ferons
pas ii.
Supposons don qu'il existe une ourbe tropiale C dans TC(d, g, ω) ayant un sommet dans le
demi plan {(x, y)|x < u}. Soit s = (x0, y0) un sommet de C dont l'absisse est la plus petite parmi
les sommets de C. Par hypothèse, x0 < u. Puisqu'il n'existe pas d'autres sommets de C stritement
à gauhe de s, toutes les arêtes stritement à gauhe de s sont innies dans la diretion (−1, 0), s est
adjaent à l'une d'entre elles et nous pouvons hoisir s trivalent. De plus, par la ondition d'équilibre,
les deux autres arêtes adjaentes à s sont de veteurs primitifs sortant (0,±1) et (1, α) (on ne sait
rien sur les poids a priori). Puisque auun point de ω ne se trouve à gauhe de s, nous pouvons
alors onstruire failement un nombre inni de ourbes tropiales dans TC(d, g, ω), simplement en
translatant l'arête vertiale dans la diretion (−1, 0). Le as où l'arête vertiale est adjaente à un
autre sommet de C est représenté sur la Figure 18. 
Gardons maintenant le segment [u; v] xe, et éloignons tous les points les uns des autres omme
dans les Exemples 5.5 et 5.6. Au bout d'un moment, pour aller d'un point pi à un autre en restant
sur une ourbe tropiale de TC(d, g, ω), nous sommes obligés de passer par une arête vertiale.
Corollaire 5.8. Pour tout segment [u; v], il existe un nombre réel A tel que si ω ⊂ [u; v] × R et
|yi − yj| > A pour tout ouple de points distints (xi, yi) et (xj , yj) de ω, alors haque étage de
haque ourbe de TC(d, g, ω) ontient exatement un point de ω.
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s
Fig. 18. Une famille innie de ourbes tropiales
Démonstration. Soit C une ourbe de TC(d, g, ω). Tout d'abord, pour toute onguration ω, haque
étage de C ontient au moins un point de ω. Dans le as ontraire, on pourrait alors translater un
étage vide de point de ω dans la diretion (0, 1) et onstruire ainsi une famille innie de ourbes
dans TC(d, g, ω) en ontradition ave la Proposition 4.21.
En raison de la ondition d'équilibre, toute arête a de veteur primitif ~v d'une ourbe tropiale de
degré d vérie w(a)~v = (α, β) ave |α| et |β| plus petits que d. Cela entraîne qu'il existe un nombre
M(d) qui majore la pente de toute arête non vertiale d'une ourbe tropiale de degré d.
Prenons maintenant une onguration ω ⊂ [u; v]×R. Soient C une ourbe tropiale de TC(d, g, ω)
et γ un hemin dans C reliant deux points (xi, yi) et (xj , yj) de ω. Supposons que γ ne ontienne
pas d'arête vertiale de C. Les deux points sont don sur le même étage de C. D'après le Lemme 5.7,
tous les sommets de C sont dans le ruban [u; v] × R. Or, d'après la Proposition 4.16 le nombre de
sommets de C est plus petit que d2, et les pentes des arêtes non vertiales de C sont uniformément
bornées par M(d), don la quantité |yi−yj| est bornée par un nombre A qui ne dépend que du degré
d. Ainsi, si |yi − yj| > A pour tous les ouples de points de ω, haque étage de C ne peut ontenir
plus d'un point de ω. 
Rappelons que si C est une ourbe tropiale nodale, alors le nombre de sommets trivalents de C
est noté σ (Dénition 4.19).
Corollaire 5.9. Si la distane entre les points de ω est assez grande, alors haque ourbe de
TC(d, g, ω) a exatement d étages et 2d − 1 + g asenseurs. De plus, toute arête d'un étage d'une
ourbe de TC(d, g, ω) est de veteur direteur primitif (1, α), ave α dans Z, et est de poids 1.
Démonstration. Soit C une ourbe tropiale dans TC(d, g, ω), soient e le nombre d'étages de C et v
son nombre d'asenseurs. Tout d'abord, omme C a exatement d arêtes innies dans la diretion
(−1, 0) et que haque étage ontient au moins une de es arêtes, nous avons e ≤ d. Nous allons
maintenant montrer que v ≤ 2d − 1 + g. Les extrémités d'un asenseur sont soit deux sommets
trivalents de C (si l'asenseur est borné), soit un sommet trivalent de C (si l'asenseur n'est pas
borné). Comme C a exatement d asenseurs innis, nous avons l'inégalité 2v ≤ σ + d. Mais par
dénition du genre d'une ourbe tropiale σ = 2g + 3d− 2, don v ≤ 2d− 1 + g omme annoné.
Comme ω est une onguration générique, un asenseur de C ne peut pas ontenir deux points
de ω. Sinon, ela voudrait dire que deux points de ω ont la même absisse, e que l'on peut toujours
éviter. Don, d'après le Corollaire 5.8, la ourbe C ne peut pas ontenir plus de 3d− 1+ g points de
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ω. Mais omme par hypothèse C ontient exatement 3d− 1 + g points de ω, nous avons forément
les égalités e = d et v = 2d− 1 + g.
Le alul préédent implique que tout sommet trivalent de C est adjaent à un asenseur. Mainte-
nant, puisque la dernière assertion du orollaire est vraie par hypothèse pour les arêtes non bornées, la
ondition d'équilibre nous assure qu'elle est vraie pour toute arête de C ontenue dans un étage. 
Le Corollaire 5.9 implique qu'une ourbe tropiale dans TC(d, g, ω) est entièrement déterminée par
la répartition des points de ω sur les asenseurs et les étages de C ! Dans l'énumération des ourbes
tropiales de TC(d, g, ω), nous pouvons don nalement oublier les ourbes tropiales, et uniquement
nous rappeler omment les asenseurs relient les étages et omment les points de ω se répartissent.
Le odage de es information est appelé un diagramme en étages marqué.
5.2. Énumération de diagrammes en étages. Pour dénir les diagrammes en étages, nous avons
besoin de quelques dénition abstraites préalables.
Dénition 5.10. Un graphe Γ onnexe orienté est la donnée d'un ensemble ni de points Γ0, d'une
liste nie Γ1 d'éléments de Γ0 × Γ0 et d'une liste nie Γ
∞
1 d'éléments de Γ0, tels qu'étant donnés
deux points distints t1 et t2 de Γ0, il existe une suite d'éléments s1 = t1, s2, . . ., sk−1, sk = t2 de
Γ0 vériant (si, si+1) ∈ Γ1 ou (si+1, si) ∈ Γ1 pour tout i.
Les éléments de Γ0 (resp. Γ1, Γ
∞
1 ) sont appelés les sommets (resp. arêtes bornées, arêtes non
bornées) de Γ.
Les graphes dénis ii sont plus généraux que eux de la Dénition 4.1. Par exemple, es nouveaux
graphes sont abstraits et ne vivent pas a priori dans R
2
. On peut ependant, et 'est e que nous
ferons dans e texte, se représenter un graphe géométriquement : les sommets s sont des points
(en fait des ellipses ii), les arêtes bornées (si, sj) sont des segments joignant les sommets si et sj
et orientés de si vers sj , et les arêtes s non bornées sont des demi-droites dont l'extrémité est s
et orientées vers s. La ondition de la Dénition 5.10 signie que le dessin ainsi obtenu doit être
onnexe.
Remarque 5.11. Γ∞1 est une liste d'éléments de Γ0, et non pas un sous ensemble de Γ0 ! Certains
sommets de Γ0 peuvent très bien se répéter dans Γ
∞
1 , 'est-à-dire que plusieurs arêtes non bornées
peuvent arriver sur le même sommet. De même, Γ1 est une liste d'éléments de Γ0×Γ0 et pas un sous
ensemble de Γ0 × Γ0.
Exemple 5.12. Des exemples de graphes orientés ave 3 sommets sont représentés sur la Figure 19.
a) b) ) d)
Fig. 19. Quelques graphes orientés
Évidemment, les graphes que nous allons onsidérer dans la suite vont représenter omment une
ourbe tropiale C peut se déomposer en étages. Les sommets d'un graphe orrespondent aux étages
de C et les arêtes orrespondent aux asenseurs.
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Certains graphes orientés peuvent avoir des yles, 'est-à-dire qu'il est possible à partir d'un
sommet du graphe, de parourir les arêtes suivant l'orientation et de revenir au même point. Pour
la suite, nous ne devons pas onsidérer e type de graphe.
Dénition 5.13. Un graphe orienté est aylique s'il ne ontient pas de suite d'arêtes (s1, s2),
(s2, s3), . . ., (sk−1, sk), (sk, s1).
Exemple 5.14. Les graphes orientés des Figures 19a,  et e sont ayliques, mais pas eux des Figures
19b et d.
Il ne reste plus qu'à identier les onditions pour qu'un graphe aylique ode une déomposition
en étages d'une ourbe tropiale.
Dénition 5.15. Soient d ≥ 1 et g ≥ 0. Un diagramme en étages D de degré d et de genre g est la
donnée d'un graphe aylique Γ et d'une appliation appelée poids w : Γ1 ∪ Γ
∞
1 → N
∗
tels que
• le graphe Γ a d sommets, d− 1 + g arêtes bornées et d arêtes non bornées,
• pour tout sommet s de Γ, si a1, . . . , ak (resp. b1, . . . , bl) sont les arêtes entrantes (resp. sortantes)
adjaentes à s, alors
k∑
i=1
w(ai)−
l∑
i=1
w(bi) = 1
Remarque 5.16. Cette dénition implique que toutes les arêtes non bornées d'un diagramme en
étages sont de poids 1.
An d'alléger un peu les notations, nous onfondrons dans la suite un diagramme en étage D et
le graphe aylique Γ sous-jaent. Comme pour les ourbes tropiale on ne marque le poids d'une
arête d'un diagramme en étages uniquement lorsque elui i est au moins 2. De plus, omme les
diagrammes en étages sont ayliques, on les oriente impliitement dans les dessins du bas vers le
haut.
Exemple 5.17. Parmi les graphes orientés de la Figure 19a,  et e, seuls eux de la Figure 19a et 
sont des diagrammes en étages. Leur degré est 3 et leur genre est respetivement 0 et 1. D'autres
diagrammes en étages sont représentés à la Figure 20 (l'orientation est impliite du bas vers le haut).
2 2
a)d = 1, g = 0 b) d = 2, g = 0 ) d = 4, g = 3 d) d = 4, g = 1 e) d = 4, g = 0
Fig. 20. Quelques diagrammes en étages
Pour terminer, il ne nous reste plus qu'à oder la répartitions des points de ω sur un diagramme
en étages. L'orientation d'un diagramme en étages D nous induit un ordre partiel sur elui i : étant
donné deux points p et q de D, on dit que q est plus grand que p si on peut aller de p à q en suivant
les èhes. Plus préisément, s'il existe un hemin orienté dans D allant de p à q.
Exemple 5.18. Sur la Figure 21a, le point 2 est plus grand que 1. Sur la Figure 21b, le point 1 est
plus grand que 2. Sur la Figure 21e, les points 1 et 5 ne sont pas omparables.
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Nous dirons qu'une appliation m : {1, . . . , 3d−1+g} → D est roissante si m(i) ≥ m(j) implique
que i ≥ j.
Dénition 5.19. Un diagramme en étages marqué de degré d et de genre g est la donnée d'un
diagramme en étages D de degré d et de genre g munit d'une bijetion roissante m : {1, . . . , 3d −
1 + g} → D.
Exemple 5.20. La Figure 21 représente des diagrammes en étages munit d'une bijetionm : {1, . . . , 3d−
1 + g} → D. La Figure 21b n'est pas un diagramme en étages marqué ar l'appliation m n'est pas
roissante. Les Figures 21a, , d, e et f sont des diagrammes en étages marqués.
1
2 1
2 1
4
2
5
3
4
12
5
3
1 2
4
3
5
6
7
8
1 2
4
3
6
7
8
5
a) b) ) d) e) f)
Fig. 21. Marquages
Enn, pour être vraiment rigoureux, il faut onsidérer les diagrammes en étages marqués à iso-
morphisme près.
Dénition 5.21. Deux diagrammes en étages marqués (D,m) et (D′,m′) sont dit isomorphes s'il
existe une bijetion φ : Γ0 → Γ
′
0 telle que
• l'appliation (s1, s2) 7→ (φ(s1), φ(s2)) est une bijetion de Γ1 dans Γ
′
1,
• l'appliation s 7→ φ(s) est une bijetion de Γ∞1 dans Γ
∞
1
′
,
• w = w′ ◦ φ,
• m = m′ ◦ φ.
Malgré son apparente aridité, ette dénition sert juste à identier les diagrammes en étages
marqués que l'on a intuitivement envie d'identier.
Exemple 5.22. Les diagrammes en étages marqués des Figures 21 et d sont isomorphes, mais pas
eux des Figures 21e et f.
On note E(d, g) l'ensemble des lasses d'équivalene des diagrammes en étages marqués de degré
d et de genre g. Dans la suite, nous onfondrons un diagramme en étages marqué et sa lasse
d'équivalene. An d'alléger les notations, nous noterons aussi simplement par D un diagramme en
étages marqué lorsque ela ne prêtera pas à onfusion.
De même que dans le as des ourbes tropiales, il faut assoier une multipliité réelle et omplexe
à un diagramme en étages marqué.
Dénition 5.23. Soit D un diagramme en étages marqué. Alors la multipliité omplexe de D, notée
µC(D), est dénie par
µC(D) =
∏
a arête de D
w(a)2
La multipliité réelle de D, notée µR(D), est dénie par
µR(D) = µC(D) mod 2
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C'est-à-dire que µR(D) = 0 si µC(D) est pair, et µR(D) = 1 sinon. Notons que les multipliités
d'un diagramme en étages marqué ne dépendent en fait que du diagramme en étages sous-jaent et
sont toujours positives ou nulles.
Théoreme 5.24 (Brugallé, Mikhalkin, [BM07℄). Pour tous d ≥ 1 et g ≥ 0, on a
N(d, g) =
∑
D∈E(d,g)
µC(D)
et
W (d) =
∑
D∈E(d,0)
µR(D)
Démonstration. Soit ω une onguration générique de 3d−1+g points de R2. D'après les Corollaires
5.8 et 5.9, si les distanes entre les points de ω sont assez grandes il y a une bijetion naturelle entre
les éléments de E(d, g) et les ourbes tropiales de TC(d, g, ω). Il reste à déterminer la multipliité
d'une ourbe tropiale déomposée en étages. Soient C une ourbe tropiale de TC(d, g, ω) et s un
sommet trivalent de C. D'après le Corollaire 5.9, le sommet s se situe sur un étage de C et est
adjaent à un asenseur de poids w1 et à une arête a de poids 1 et de veteur primitif sortant (1, α).
On a don µC(s) = w1. Comme tous les asenseurs bornés sont adjaents à deux sommets, et que
tous les asenseurs non bornés sont de poids 1, on a bien que µC(C) est égale au produit des arrés
des poids des asenseurs.
Si un des asenseurs de C est de poids pair, alors µR(C) = 0. Sinon, pour la même raison que
dans le alul de µC(C), la multipliité réelle µR(C) est positive.
Le théorème déoule maintenant des Théorèmes 4.26 et 4.29. 
Exemple 5.25. Les seuls diagrammes en étages marqués en degrés 1 et 2 sont eux des Figures 21a
et . Comme ils sont de multipliité omplexe 1, nous retrouvons bien N(1, 0) = N(2, 0) = W (1) =
W (2) = 1.
Exemple 5.26. Tous les diagrammes en étages de degré 3 sont représentés à la Figure 22. Celui de la
Figure 22a est de genre 1 et il n'en existe qu'un marquage. Nous retrouvons bien N(3, 1) = 1. Tous
les autres diagrammes en étages de la Figure 22 sont de genre 0. Il existe respetivement 1, 5 et 3
marquages possibles pour les diagrammes des Figures 22b,  et d. Nous retrouvons bien N(3, 0) = 12
et W (3) = 8.
2
a) µC = 1 b) µC = 4, µR = 0 ) µC = 1, µR = 1 d) µC = 1, µR = 1
Fig. 22. Diagrammes en étages de degré 3
Exerie 5.27. Montrer que pour tout d ≥ 1, le diagramme en étages de la Figure 23 est l'unique
diagramme en étages de degré d et de genre
(d−1)(d−2)
2 et qu'il en existe un unique marquage. En
déduire
N(d,
(d− 1)(d− 2)
2
) = 1
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d
Fig. 23. Diagramme en étages de degré d de genre maximal
Exerie 5.28. Caluler les nombres N(4, 2) = 27, N(4, 1) = 225, N(4, 0) = 620 et W (4) = 240 à
l'aide des diagrammes en étages.
6. Appliations
Nous allons maintenant appliquer le Théorème 5.24 pour démontrer de manière ombinatoire
quelque résultats sur les nombres N(d, g) et W (d).
6.1. En géométrie énumérative omplexe. Démontrons la formule non triviale la plus simple
sur les nombres N(d, g).
Proposition 6.1. Pour tout d ≥ 3, on a
N(d,
(d− 1)(d − 2)
2
− 1) = 3(d− 1)2
Démonstration. Le point de départ est l'unique diagramme en étages de degré d et de genre maximal.
Pour baisser le genre de e diagramme en étages de 1, nous avons deux possibilités représentées sur
la Figure 24. De plus, il n'est pas diile de voir que tous les diagrammes en étages de genre
(d−1)(d−2)
2 − 1 s'obtiennent de ette manière. Il ne nous reste plus qu'à ompter de ombien de
manières nous pouvons marquer es nouveaux diagrammes en étages.
Nous avons i− 1 possibilités pour le marquage dans le as de la Figure 24a, et 2i+ 1 possibilités
dans le as de la Figure 24b. De plus, dans les deux as i varie de 1 à d − 1 et il ne nous reste plus
qu'a faire un petit alul :
N(d, (d−1)(d−2)2 − 1) =
∑d−1
i=1 4(i− 1) +
∑d−1
i=1 (2i+ 1)
= 6
∑d−1
i=1 (i− 1) + 3(d− 1)
= 3(d − 1)(d − 2) + 3(d− 1)
= 3(d − 1)2

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2
a) i arêtes → i− 1 arêtes b) i arêtes sortantes → i− 1 arêtes sortantes
µC = 4 µC = 1
Fig. 24. Diminuer de 1 le genre du diagramme en étages de genre maximal
Exerie 6.2. Il est possible de démontrer la formule de Caporaso et Harris grâe aux diagrammes
en étages de la manière suivante. Tout d'abord, il est néessaire de onsidérer des diagrammes en
étages plus généraux. Les arêtes innies peuvent être de n'importe quel poids, et l'appliation m peut
envoyer des points à l'inni. Ensuite, il faut assoier une multipliité omplexe à de tels diagrammes
en étages marqués de telles sorte qu'en envoyant un par un les points à l'inni, une formule de
réurrene apparaisse.
Pour s'inspirer, on pourra se reporter à la preuve tropiale de la formule de Caporaso et Harris
par Gathmann et Markwig dans [GM07℄.
6.2. Comportement des invariants deWelshinger. De par leur dénitions, les nombresN(d, 0)
et W (d) sont trivialement égaux modulo 2. En fait, Mikhalkin a observé que ette égalité est vraie
modulo 4.
Proposition 6.3 (Mikhalkin). Pour tout d ≥ 1 on a
W (d) = N(d, 0) mod 4
Démonstration. C'est la onséquene immédiate de
a = b mod 2 =⇒ a2 = b2 mod 4
appliqué aux poids des arêtes d'un diagramme en étages et b = 0 ou 1. 
Terminons par quelques résultats sur la suite (W (d))d≥1.
Théoreme 6.4 (Itenberg, Kharlamov, Shustin [IKS03℄ [IKS04℄). La suite (W (d))d≥1 des invariants
de Welshinger vérie les propriétés suivantes :
• 'est une suite de nombres stritement positifs,
• la suite est roissante, et stritement roissante à partir de d = 2,
• lnW (d) ∼ N(d, 0) ∼ 3d ln d lorsque d tend vers l'inni.
Démonstration. Comme la multipliité réelle d'un diagramme en étages est positive ou nulle, les
nombres W (d) sont tous positifs ou nuls. De plus, omme W (1) = 1, la positivité des nombres W (d)
déoulera de la roissane de la suite (W (d))d≥1.
Soit (D0,m0) un diagramme en étages marqué de degré d. Pour rendre notre raisonnement
plus transparent, supposons que le marquage m0 va non pas de {1, . . . , 3d − 1} dans D0, mais
de {4, . . . , 3d + 2} dans D0. Notons que le point 4 est forément envoyé sur une arête innie de
D0. À partir de D0, nous pouvons onstruire un nouveau diagramme en étages marqué D de degré
d + 1 omme indiqué à la Figure 25a. Les multipliités réelles de D0 et D sont les mêmes et deux
diagrammes en étages marqués diérents D0 et D
′
0 donnent évidemment deux diagrammes en étages
marqués diérents D et D′. Nous avons don montré queW (d+1) ≥W (d). De plus, si d ≥ 2, alors le
point 5 est aussi forément sur une arête innie de D0. Nous voyons qu'il existe alors un diagramme
en étages marqué de degré d+ 1 qui n'est pas obtenu à partir d'un diagramme en étages marqué de
degré d (voir les Figures 25b et ), et don W (d+ 1) > W (d).
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Regardons maintenant l'asymptotique logarithmique de la suite (W (d))d≥1. Soit (Dk) la suite de
diagrammes en étages onstruite de la manière suivante : D1 est le diagramme en étages de degré 1
et Dk est obtenu à partir de Dk−1 en reollant à haque arête innie de Dk−1 le moreau représenté à
la Figure 26a. Les diagrammes en étages D1, D2, D3 et D4 sont représentés sur les Figures 26b, , d
et e. Le diagramme en étages Dk est de degré 2
k−1
et est de multipliité 1. Notons ν(Dk) le nombre
de marquages possibles de Dk. Si nous oublions les 3 points les plus haut, nous voyons apparaître la
relation
∀k ≥ 2 ν(Dk) =
ν(Dk−1)
2
2
C3×2
k−2−2
3×2k−1−4
et il ne nous reste plus qu'à aluler
ν(Dk) =
ν(Dk−1)
2(3×2k−1−4)!
2((3×2k−2−2)!)
2
= (3×2
k−1−4)!
22k−1−1
∏k
i=2
1
((3×2k−i−2)(3×2k−i−3))
2i−1
Nous avons don l'enadrement
(3× 2k−1 − 4)!
22k
∏k
i=1(3× 2
k−i)2i
≤ ν(Dk) ≤ (3× 2
k−1 − 4)!
D'après la formule de Stirling, nous avons l'équivalene ln k! ∼ k ln k et don ln(3 × 2k−1)! ∼ 3 ×
2k−1 ln(3× 2k−1). Nous avons aussi
ln(22
k ∏k
i=1(3× 2
k−i)2
i
) = 2k ln 2 + (2k+1 − 1) ln 3 + ln 2
∑k
i=1 2
i(k − i)
≤ 2k ln 2 + (2k+1 − 1) ln 3 + k ln 2
∑k
i=1 2
i
≤ 2k ln 2 + (2k+1 − 1) ln 3 + k(2k+1 − 1) ln 2
= o
(
3× 2k−1 ln(3× 2k−1)
)
Nous en déduisons immédiatement que ln ν(Dk) ∼ 3 × 2
k−1 ln(3 × 2k−1). Comme ln ν(Dk) ≤
lnW (2k−1) ≤ lnN(2k−1, 0) et que la suite (W (d))d≥1 est roissante, le théorème déoule maintenant
de la Proposition 2.26 
4 4
1
2
3
4
1
2
5
3
12
5
3
4
a) Du degré d au degré d+ 1 b) Construit à partir ) Non onstruit à partir
du degré d du degré d
Fig. 25. Croissane des nombres W (d)
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a) b) D1 ) D2 d) D3 e) D4
Fig. 26. Étude asymptotique des nombres W (d)
Corollaire 6.5. Par 3d − 1 points de R2 passe toujours une ourbe algébrique réelle rationnelle de
degré d.
Exerie 6.6. Il est possible de démontrer une formule de type Caporaso et Harris pour les nombres
W (d) grâe aux diagrammes en étages. Cette formule a été démontrée pour la première fois par
Itenberg, Kharlamov et Shustin dans [IKS℄. La méthode est la même qu'à l'Exerie 6.2. Il faut
onsidérer les mêmes diagrammes en étages marqués qu'à l'Exerie 6.2 puis leur attribuer une
multipliité réelle de telles sorte qu'en envoyant un par un les points à l'inni, une nouvelle formule
de réurrene apparaisse.
Pour s'inspirer, on pourra se reporter à l'artile orrespondant d'Itenberg, Kharlamov et Shustin.
7. Exeries dont je ne onnais pas la solution
Pour nir, voii trois exeries dont j'aimerais onnaître la solution. N'hésitez pas à m'érire si
vous résolvez l'un d'entre eux !
Exerie 7.1. Montrer, en utilisant les digrammes en étages, que pour tout d
N(d,
(d− 1)(d − 2)
2
− 2) =
3
2
(d− 1)(d − 2)(3d2 − 3d− 11)
Exerie 7.2. Montrer la Formule de Kontsevih en utilisant les diagrammes en étages.
Exerie 7.3. En utilisant la Formule de Kontsevih, on voit failement que 2[
d−1
2
]
divise N(d, 0),
où [x] désigne la partie entière de x. Qu'en est-il des nombres W (d) ?
8. Pour aller plus loin
Il est possible de généraliser dans de nombreuses diretions les problèmes énumératifs que nous
avons disuté dans e texte. Par exemple, on peut ompter les ourbes algébriques dans C
n
, ave
n ≥ 3, passant par une ertaine onguration de points donnée. On peut même remplaer les points
par des droites, des plans, ... Par exemple, ombien de droites dans C
3
intersetent 4 autres droites
données ? Combien de oniques dans C
3
passent par 2 points et intersetent 4 droites données ?
Comme dans le as du plan, il existe des formules réursives reliant ertains de es nombres.
De telles formules ont été obtenues dans les années 90 par Kontsevih (voir [KM94℄) et Vakil (voir
[Vak00℄). Pour une introdution à e sujet, nous renvoyons au très bon livre [KV06℄. Ces mêmes
problèmes énumératifs se posent aussi en géométrie tropiale, et les diagrammes en étages s'avère
enore une fois utiles (voir [BM07℄, [BM℄).
On peut aussi ajouter des onditions de tangenes, 'est-à-dire regarder les ourbes passant par
des points et tangentes à des droites. Il existe des formules réursives en géométrie omplexe pour
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les ourbes de genre plus petit que 2, obtenues par Pandharipande, Vakil, puis Graber, Kok et
Pandharipande (voir [GKP02℄). Il est possible de dénir une notion de tangene entre deux ourbes
tropiales, et dans un travail en ours ave Bertrand et Mikhalkin (voir le futur [BBM℄), nous
herhons à utiliser les diagrammes en étages pour aluler es nombres.
Les invariants de Welshinger existent aussi dans des ontextes plus généraux. Dans son artile
original [Wel05a℄, Welshinger ne les a pas uniquement déni pour des ourbes rationnelles passant
par des ongurations de points réels, mais par des ongurations réelles de points. C'est-à-dire que
l'on se xe des points réels et des paires de points omplexes onjugués. Plus tard, Welshinger a
aussi déni des invariants pour les ourbes rationnelles dans R
3
(voir [Wel05b℄). Enore une fois, la
géométrie tropiale et les diagrammes en étages sont des moyens pratiques de aluler es invariants
(voir par exemple [BM07℄, [BM℄, [ABLdM℄, [IKS04℄, [IKS℄, [Shu06℄).
Pour terminer, préisons que la géométrie tropiale n'est pas le seul moyen onnu pour aluler les
invariants de Welshinger. En utilisant la géométrie sympletique, Welshinger ([Wel℄) et Solomon
([Sol℄) ont pu aussi aluler ertains de es invariants.
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